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Kurzfassung
Der Widerstand eines umstro¨mten Ko¨rpers zum Beispiel eines Flugzeugs ha¨ngt maß-
geblich vom Zustand des wandnahen Bereichs, Grenzschicht genannt, ab. Klassischer-
weise wird zwischen einer laminaren und einer turbulenten Grenzschicht unterschieden,
wobei die letztere einen ho¨heren Widerstand verursacht. Der U¨bergang vom laminaren
zum turbulenten Zustand wird als Transition bezeichnet und ist neben der Geometrie
und stationa¨ren Stro¨mungsgro¨ßen von Fluktuationen abha¨ngig. Diese Stro¨mungsfluk-
tuationen treten entweder innerhalb oder außerhalb der Grenzschicht auf. Die a¨ußeren
Fluktuationen werden in die Grenzschicht eingekoppelt und fu¨hren nach weiterem An-
wachsen zur Transition.
Die Hinterkante eines umstro¨mten Tragflu¨gelprofils ist eine Quelle akustischer Druck-
wellenanregung. Die Druckwellen entfernen sich in alle Raumrichtungen vom Entste-
hungsort. Der stromauf laufende Teil der Druckwellen bewegt sich dabei entgegen der
Hauptstro¨mungsrichtung, was bei hohen subsonischen Anstro¨mgeschwindigkeiten zur
langsamen Wellengeschwindigkeit relativ zum Profil fu¨hrt. In Abha¨ngigkeit von der
Druckwellenamplitude und -frequenz steilen sich die zuna¨chst harmonischen Wellen
nichtlinear zu schwachen Verdichtungssto¨ßen auf. Wa¨hrend ihrer weiteren Bewegung
stromauf interagieren die schwachen Verdichtungssto¨ße nun stark nichtlinear mitein-
ander und mit der Stro¨mung. Zum einen wird am Profil eine Selbstorganisation der
Druckwellen beobachtet. Das heißt, wa¨hrend ihre Form, Frequenz und Amplitude in
der Hinterkantenna¨he recht zufa¨llig und chaotisch ist, was auf ihre Entstehung durch
die Scherung der turbulenten Wirbel an der Hinterkante zuru¨ckzufu¨hren ist, wird dage-
gen weiter stromauf eine Ausrichtung der Wellenfront in Hauptstro¨mungsrichtung und
eine deutliche Reduktion der Frequenz, durch Einholen der schwachen Verdichtungs-
sto¨ße durch starke, beobachtet. Zum anderen wird vermutet, dass schwache strom-
auf laufende Verdichtungssto¨ße die Transition beeinflussen. Diese Arbeit stellt eine
Untersuchung dieser Wechselwirkung unter vereinfachten Bedingungen mittels einer
numerischen Stro¨mungssimulation dar. Dabei werden die Parameter der Druckwellen
systematisch variiert und die Auswirkung auf das Stro¨mungsfeld, insbesondere den
Zustand der Grenzschicht, quantitativ analysiert.
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Kapitel 1
Einleitung und Fragestellung
In der vorliegenden Arbeit wird mittels Direkter Numerischer Simulation (DNS) der
Einfluss des vorwiegend reibungsfreien instationa¨ren Pha¨nomens der stromauf lau-
fenden Druckwellen im Transschall auf den reibungsbedingten laminar/turbulenten
U¨bergang der Grenzschicht untersucht.
Die systematische Erforschung des laminar/turbulenten U¨bergangs begann bereits
in den achtziger Jahren des neunzehnten Jahrhunderts (z.B. Farbfadenversuche von
Reynolds in 1883). Lange Zeit konnte die Ursache fu¨r diesen U¨bergang nicht erkla¨rt
werden. Erst Mitte des zwanzigsten Jahrhunderts wurde die lineare Stabilita¨tstheo-
rie entwickelt, die einige experimentelle Beobachtungen plausibel beschreibt. In der
linearen Stabilita¨tstheorie wird davon ausgegangen, dass die Transition durch das
Anwachsen von Sto¨rungen in der Grenzschicht eingeleitet wird. In der ersten Phase
der Transition, auch Phase der Prima¨rinstabilita¨t genannt, wachsen in einer Grenz-
schicht zweidimensionale Sto¨rungen kleiner Amplitude exponentiell an. Nach dem Er-
reichen einer gewissen Amplitude beeinflussen resonante Interaktionen der zwei- und
der dreidimensionalen Sto¨rungen (Sekunda¨rinstabilita¨t) entscheidend die Entwicklung
der Transition. Die Theorie der Prima¨r- sowie der Sekunda¨rinstabilita¨t wird in den
folgenden Kapiteln detaillierter beschrieben. Die Entwicklung von Sto¨rungen kleiner
Amplitude (Prima¨rinstabilita¨t) ist sowohl fu¨r inkompressible als auch fu¨r kompressible
Grenzschichten intensiv untersucht und weitestgehend verstanden. Auch die Entwick-
lung der Sekunda¨rinstabilita¨ten in inkompressiblen Grenzschichten ist theoretisch un-
terlegt. Dagegen sind trotz intensiver Anstrengung weiterhin zahlreiche Fragen offen,
die international und interdisziplina¨r untersucht werden. So ist zum Beispiel die Ein-
kopplung von Sto¨rungen in die Grenzschicht, auch Rezeptivita¨t genannt, noch nicht
vollsta¨ndig verstanden. Diese Arbeit soll einen Beitrag zum besseren physikalischen
Versta¨ndnis der Einkopplung von Druckschwankungen in Grenzschichten und ihr Ein-
fluss auf Transition im Transschall leisten.
Die meisten experimentellen und numerischen Arbeiten zur laminar/turbulenten Tran-
sition untersuchen einen ”kontrollierten” Stro¨mungsumschlag. Dabei wird die Grenz-
schicht durch ku¨nstlich erzeugte Sto¨rungen bestimmter Frequenz und Amplitude an-
geregt. Die ra¨umliche und zeitliche Entwicklung der Sto¨rung sowie der Stro¨mungs-
umschlag werden analysiert. In der Realita¨t sind hingegen Spektren von Sto¨rungen
unterschiedlichster Amplituden und Wellenzahlen vorhanden, die abha¨ngig von der
Frequenz und Grenzschichtprofilen selektiv angefacht oder auch geda¨mpft werden. Der
”natu¨rliche” Stro¨mungsumschlag ist dadurch sehr vielseitiger und wird beim ”kontrol-
lierten” Umschlag idealisiert untersucht.
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Die Erforschung von instationa¨ren Druckpha¨nomenen an umstro¨mten Ko¨rpern im
Transschall bescha¨ftigt die Wissenschaft bereits seit den fu¨nfziger Jahren des letz-
ten Jahrhunderts. An Ko¨rpern mit stumpfen Hinterkanten erkannte man stromauf
laufende Druckwellen, deren Frequenz mit der Frequenz der Wirbelstraße im Nach-
lauf u¨bereinstimmt. Von gro¨ßerer technischer Bedeutung sind a¨hnliche Beobachtungen
bei transsonischer Profilumstro¨mung. Obwohl im Transschall die Geschwindigkeit der
Anstro¨mung kleiner als die Schallgeschwindigkeit ist, ko¨nnen sich abha¨ngig von der
Ko¨rperkontur und dem Anstellwinkel lokale U¨berschallgebiete ausbilden, die im All-
gemeinen durch Verdichtungssto¨ße abgeschlossen werden. Die Stabilita¨t der Lage der
Verdichtungssto¨ße ha¨ngt stark von der Profilgeometrie, dem Grenzschichtzustand so-
wie den Anstro¨mbedingungen ab. Im instabilen Bereich oszilliert der Verdichtungsstoß
auf der Profiloberfla¨che und verursacht damit instationa¨re aerodynamische Lasten, die
die Struktur anregen ko¨nnen. Dieses Pha¨nomen wird ”Buffet” genannt und ist Gegen-
stand intensiver Forschung. Auch hier beobachtet man stromauf laufende Druckwellen,
die den Informationsaustausch zwischen der Hinterkante, dem Verdichtungsstoß und
dem Staupunkt an der Profilnase bewirken und damit großskalige A¨nderungen des
Stro¨mungsfeldes steuern. Der Mechanismus der Druckwellenentstehung ist noch nicht
vollsta¨ndig erkla¨rt und daher Gegenstand vieler Untersuchungen.
Die Ergebnisse der numerischen Untersuchung an einem Profil, die in Kapitel 4 detail-
liert beschrieben werden, weisen darauf hin, dass stromauf laufende Druckwellen einen
Einfluss auf die Transition im Transschall haben. Die Komplexita¨t der Stro¨mung und
der Druckwellenausbreitung am Profil erlauben jedoch keine systematische Analyse der
Wechselwirkung. So ist zum Beispiel eine Variation der Druckwellenfrequenz am Profil
u¨ber eine Variation der Hinterkantenstumpfheit mo¨glich. Jedoch ist die Druckwellen-
amplitude in diesem Fall ebenfalls eine Funktion der Hinterkantendicke und kann nicht
unabha¨ngig von der Frequenz variiert werden. Aus diesem Grund wird das Problem
vereinfacht. Der Fokus der systematischen Untersuchung in dieser Arbeit liegt auf der
direkten Interaktion von eindimensionalen Druckwellen mit einer transitionalen Plat-
tengrenzschicht ohne einen aufgepra¨gten Druckgradienten. Die Machzahl liegt hierbei
im hohen Unterschall (Ma∞ = 0.7) und entspricht etwa der Anstro¨mmachzahl der
numerischen und experimentellen Untersuchung am Profil (s. Kapitel 4). Zum besse-
ren Versta¨ndnis ist eine schematische Darstellung der untersuchten Wechselwirkung in
der Abbildung 1.1 dargestellt. U¨ber eine kontrollierte Anregung der zwei- und dreidi-
mensionalen Sto¨rungen wird eine Grenzschichttransition eingeleitet. Die Grenzschicht
durchla¨uft die Phasen der Prima¨r-, Sekunda¨rinstabilita¨t und des Zusammenbruchs bis
zur voll ausgebildeten Turbulenz. Auf eine Analyse der turbulenten Schwankungen,
die in den Simulationsergebnissen enthalten sind, wird in dieser Arbeit jedoch ver-
zichtet. Das ”Einbringen” der Druckwellen findet außerhalb der Grenzschicht an der
Position des Grenzschichtzusammenbruchs statt. Die Druckwellen mit systematisch
variierter Frequenz und Amplitude werden eindimensional initialisiert. Die Druckwel-
lenfronten sind damit normal zur Plattenoberfla¨che orientiert. Der stromauf laufende
Teil der Druckwellen interagiert mit einer Grenzschicht in unterschiedlichen Phasen
der Transition. Um eine Einkopplung der Druckwellen im Sto¨rbereich und damit eine
Vermischung der Anregungen zu vermeiden, wird die DNS beendet, wenn die Druck-
wellen den Sto¨rbereich erreichen. Auf diese Weise ist eine Rezeptivita¨t im Sto¨rbereich
und an der Vorderkante explizit ausgeschlossen.
Zuna¨chst erfolgt eine Beschreibung des verwendeten numerischen Verfahrens mitsamt
seiner Stabilita¨ts- sowie Dissipations- und Dispersionseigenschaften. Die beiden folgen-
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der untersuchten Wechselwirkung.
den Kapitel behandeln den allgemein anerkannten Stand der Erkenntnisse zum Thema
der laminar/turbulenten Transition sowie der Druckwellen im Transschall. Nachfol-
gend werden Fa¨lle des ”kontrollierten” laminar/turbulenten Umschlags simuliert, die
numerisch und experimentell gut dokumentiert sind und zur Validierung des numeri-
schen Verfahrens dienen. Weiterhin werden die Ergebnissen der numerischen Simula-
tion zur Ausbreitung, dem nichtlinearen Aufsteilen sowie der Da¨mpfung von Druck-
wellen durch Reibung und Wa¨rmeleitung mit den theoretischen Modellen verglichen.
Dieser Vergleich schließt auch das instationa¨re Verhalten der Druckwellen in der Na¨he
der starren Wa¨nde ein. Abschließend wird der laminar/turbulente Umschlag an einer
ebenen Platte mit ku¨nstlich generierten Druckwellen mit dem validierten numerischen
Verfahren simuliert und ausgewertet. Auf diese Weise erfolgt ein Beitrag zum besseren
physikalischen Versta¨ndnis des Einflusses von Druckschwankungen auf die Transition
im Transschall.
Kapitel 2
Erhaltungsgleichungen und
numerische Lo¨sungsmethode
Die hier untersuchten Stro¨mungsvorga¨nge lassen sich durch Erhaltungsgleichungen be-
schreiben, die dreidimensional, nichtlinear und instationa¨r sind. Ein allgemeiner analy-
tischer Lo¨sungsansatz dieser Gleichungen ist nicht bekannt. Die Erhaltungsgleichungen
lassen sich jedoch numerisch in einem Rechengebiet lo¨sen. Hierzu werden die Glei-
chungen entdimensioniert und diskretisiert. Da das Rechengebiet begrenzt ist, sind
Randbedingungen notwendig, die das Verhalten der Stro¨mung auf den Ra¨ndern des
Rechengebiets beschreiben. Die diskreten Randbedingungen und Erhaltungsgleichun-
gen werden mittels einer numerischen Methode gelo¨st, die im Folgenden detailliert
beschrieben wird.
2.1 Erhaltungsgleichungen
Die Erhaltungsgleichungen fu¨r eine allgemeine, reibungsbehaftete Stro¨mung sind die
kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen, erga¨nzt mit der Kontinuita¨ts- und der Ener-
giegleichung. Diese werden hier in divergenter Form verwendet und lassen sich in der
Vektor-Schreibweise wie folgt darstellen [40]:
∂U˜
∂t˜
+
∂F˜
∂x˜
+
∂G˜
∂y˜
+
∂H˜
∂z˜
= 0.
Die Gro¨ßen F,G und H werden als Flussvektoren bezeichnet. Der Lo¨sungsvektor U˜
entha¨lt die konservativen Variablen der Dichte ˜, der Impulsdichten ˜u˜, ˜v˜, ˜w˜ in den
kartesischen Koordinaten x˜, y˜, z˜ und die Gesamtenergiedichte ˜e˜:
U˜ =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
˜
˜u˜
˜v˜
˜w˜
˜e˜
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ mit dem Geschwindigkeitsvektor ˜v =
⎛
⎝ u˜v˜
w˜
⎞
⎠ .
Eine direkte Messung der konservativen Gro¨ßen z.B. in einem Experiment ist oft nicht
mo¨glich. Stattdessen werden Gro¨ßen wie etwa der Druck p˜ oder die Temperatur T˜ ge-
messen, die jedoch keine Erhaltungseigenschaften besitzen. Unter der Annahme eines
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kalorisch perfekten, idealen Gases lassen sich die konservativen Variablen folgender-
maßen in primitive Variablen umrechnen:
e˜ = c˜vT˜ +
|˜v|2
2
κ =
c˜p
c˜v
und c˜v =
R˜
κ− 1
p˜ = ˜R˜T˜.
Die spezifischen Wa¨rmekapazita¨ten bei konstantem Volumen c˜v bzw. bei konstantem
Druck c˜p und somit der Isentropenexponent κ sind fu¨r ein kalorisch perfektes Gas
konstant. Diese Na¨herung ist fu¨r Temperaturen bis etwa 800 K ausreichend genau.
Mit R˜ sei hier die spezifische Gaskonstante bezeichnet.
Die Erhaltungsgleichungen werden zuna¨chst entdimensioniert, da die physikali-
schen Werte der Unbekannten im Allgemeinen von unterschiedlicher Gro¨ßenordnung
sind. Dies verbessert die Kondition des Problems und damit die Genauigkeit der
Lo¨sung. Als Referenzzustand werden ha¨ufig Stro¨mungsgro¨ßen am Einstro¨mrand ver-
wendet. Der Zusammenhang zwischen den dimensionslosen und dimensionsbehafteten
Gro¨ßen ist gegeben durch:
x =
x˜
L˜
, y =
y˜
L˜
, z =
z˜
L˜
, t =
t˜u˜∞
L˜
, u =
u˜
u˜∞
, v =
v˜
u˜∞
, w =
w˜
u˜∞
,
 =
˜
˜∞
, e =
e˜
u˜2
∞
, p =
p˜
p˜∞
, T =
T˜
T˜∞
, μ =
μ˜
μ˜∞
, λ =
λ˜
λ˜∞
.
Die ra¨umlichen Koordinaten werden mit einer Referenzla¨nge L˜ skaliert, die z.B. fu¨r die
Profilumstro¨mung der Sehnenla¨nge c˜ entspricht. Die dynamische Viskosita¨t μ˜ = μ˜(T˜)
und die Wa¨rmeleitfa¨higkeit λ˜ = λ˜(T˜) sind Funktionen der Temperatur. In der Fachli-
teratur werden unterschiedliche, empirisch motivierte Abha¨ngigkeiten der Viskosita¨t
von der Temperatur vorgeschlagen. In dieser Arbeit wird das sogenannte Sutherland
Gesetz verwendet, das im Weiteren in dimensionsloser Form vorgestellt wird. Ferner
werden drei dimensionslose Kennzahlen eingefu¨hrt, die die Stro¨mung charakterisieren:
Machzahl Ma∞ =
u˜∞
κR˜T˜∞
Reynoldszahl ReL =
˜∞u˜∞L˜
μ˜∞
Prandtlzahl Pr∞ =
c˜pμ˜∞
λ˜∞
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Die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen lauten somit:
∂U
∂t
+
∂F
∂x
+
∂G
∂y
+
∂H
∂z
=
∂Fν
∂x
+
∂Gν
∂y
+
∂Hν
∂z
(2.1)
U =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

u
v
w
e
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.2)
F =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
u
u2 +Υp
uv
uw
u(e+Υp)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ; Fν = Ψ ·
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0
τxx
τxy
τxz
uτxx + vτxy + wτxz − Γqx
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.3)
G =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
v
uv
v2 +Υp
vw
v(e +Υp)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ; Gν = Ψ ·
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0
τxy
τyy
τyz
uτyx + vτyy + wτyz − Γqy
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (2.4)
H =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
w
uw
vw
w2 +Υp
w(e+Υp)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ; Hν = Ψ ·
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0
τxz
τyz
τzz
uτzx + vτzy + wτzz − Γqz
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.5)
Die konstanten Faktoren Υ,Ψ und Γ sind gegeben durch:
Υ =
1
κMa2
∞
(2.6)
Ψ =
1
ReL
(2.7)
Γ =
1
(κ− 1)Ma2
∞
Pr∞
. (2.8)
(2.9)
Die dimensionslosen Kennzahlen, die mit dem Index∞ gekennzeichnet sind, werden fu¨r
den Referenzzustand berechnet. Die dimensionslosen Gleichungen zur Transformation
der konservativen in primitive Variablen lauten:
e =
ΥT
κ− 1 +
1
2
(u2 + v2 + w2) (2.10)
p = T. (2.11)
Die Prandtlzahl ist fu¨r Luft im untersuchten Temperaturbereich mit ausreichender
Genauigkeit konstant und betra¨gt Pr∞ = 0, 72. Der Isentropenexponent κ wird un-
ter diesen Bedingungen zu 1, 4 angenommen. Nach Sutherland gilt fu¨r ein kalorisch
perfektes Gas:
μ =
1 + S
T + S
T
3
2 , mit S =
100, 4 K
T˜∞
(2.12)
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und damit fu¨r Pr = konst.:
λ = μ. (2.13)
Der dimensionslose Spannungstensor τ¯ und der Wa¨rmestromvektor q bestimmen sich
zu:
τ¯ =
⎡
⎣ τxx τxy τxzτyx τyy τyz
τzx τzy τzz
⎤
⎦ ; q =
⎛
⎝ qxqy
qz
⎞
⎠ ,mit (2.14)
qx = −λ∂T
∂x
qy = −λ∂T
∂y
qz = −λ∂T
∂z
τxx = μ
(
4
3
∂u
∂x
− 2
3
∂v
∂y
− 2
3
∂w
∂z
)
τyy = μ
(
4
3
∂v
∂y
− 2
3
∂u
∂x
− 2
3
∂w
∂z
)
τzz = μ
(
4
3
∂w
∂z
− 2
3
∂u
∂x
− 2
3
∂v
∂y
)
τxy = τyx = μ
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
τxz = τzx = μ
(
∂u
∂z
+
∂w
∂x
)
τyz = τzy = μ
(
∂v
∂z
+
∂w
∂y
)
.
2.2 Gleichungen in generalisierten Koordinaten
Die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen werden auf einem Rechengitter diskreti-
siert und gelo¨st. Im Allgemeinen sind diese Rechengitter gekru¨mmt und nicht a¨quidi-
stant. Eine Diskretisierung bestimmter Ordnung auf einem gekru¨mmten, nicht a¨qui-
distanten Gitter ist deutlich aufwendiger als auf einem geradlinigen, a¨quidistanten.
Durch eine konforme Abbildung kann das krummlinige Gitter in kartesischem Ko-
ordinatensystem (x, y, z)T in ein geradliniges, a¨quidistantes Gitter in generalisiertem
Koordinatensystem (ξ, η, ζ)T transformiert werden. Partielle Ableitungen im Koordi-
natensystem x = x(ξ, η, ζ); y = y(ξ, η, ζ); z = z(ξ, η, ζ) ko¨nnen mittels der Kettenregel
in partielle Ableitungen in generalisiertem Koordinatensystem u¨berfu¨hrt werden:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂ξ
∂x
∂η
∂x
∂ζ
∂x
∂ξ
∂y
∂η
∂y
∂ζ
∂y
∂ξ
∂z
∂η
∂z
∂ζ
∂z
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂
∂ξ
∂
∂η
∂
∂ζ
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.15)
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Die Gro¨ßen
∂ξ
∂x
,
∂η
∂x
, · · · werden metrische Koeffizienten genannt. Fu¨r ein gegebenes
Gitter, das zeitlich unvera¨nderlich ist, sind die metrischen Koeffizienten zeitlich kon-
stant. Diese werden deshalb nur einmal vor der numerischen Simulation berechnet und
gespeichert. Wegen der besseren U¨bersichtlichkeit wird im Weiteren die Kurzschreib-
weise fu¨r die metrischen Koeffizienten (
∂ξ
∂x
= ξx) verwendet. Diese lassen sich wie
folgt bestimmen:⎡
⎣ ξx ξy ξzηx ηy ηz
ζx ζy ζz
⎤
⎦ = 1
J
⎡
⎣ yηzζ − yζzη xζzη − xηzζ xηyζ − xζyηyζzξ − yξzζ xξzζ − xζzξ xζyξ − xξyζ
yξzη − yηzξ xηzξ − xξzη xξyη − xηyξ
⎤
⎦ , (2.16)
J = xξyηzζ + xηyζzξ + xζyξzη − zξyηxζ − zηyζxξ − zζyξxη.
Hier ist J die Determinante der Transformationsmatrix, deren Kehrwert auch als Ja-
kobische der Transformation bezeichnet wird. Die Erhaltungsgleichungen lassen sich
nun so umformen, dass eine Lo¨sung in generalisiertem Koordinatensystem mo¨glich ist.
Dadurch vereinfacht sich die Diskretisierung und der Aufwand zur Implementierung
des Verfahrens wird verringert. Bei strukturierten Gittern, die hier Verwendung finden,
ist eine Zuordnung der Gitterpunkte in kartesischem Koordinatensystem und ihrer Re-
ferenzpunkte durch laufende Indizes (i, j, k)T gegeben. Die Erhaltungsgleichungen fu¨r
generalisierte Koordinaten lauten in schwach konservativer Form:
∂U
∂t
+ ξx
∂F
∂ξ
+ ηx
∂F
∂η
+ ζx
∂F
∂ζ
+ ξy
∂G
∂ξ
+ ηy
∂G
∂η
+ ζy
∂G
∂ζ
+ ξz
∂H
∂ξ
+ ηz
∂H
∂η
+ ζz
∂H
∂ζ
= ξx
∂Fν
∂ξ
+ ηx
∂Fν
∂η
+ ζx
∂Fν
∂ζ
+ξy
∂Gν
∂ξ
+ ηy
∂Gν
∂η
+ ζy
∂Gν
∂ζ
+ ξz
∂Hν
∂ξ
+ ηz
∂Hν
∂η
+ ζz
∂Hν
∂ζ
.
(2.17)
Unter Verwendung der Produktregel sowie der Gleichungen fu¨r metrische Invarian-
ten der Transformation und durch eine Multiplikation der Gleichung 2.17 mit dem
Kehrwert der Jakobischen J , erha¨lt man die stark konservative Form der Erhaltungs-
gleichungen in generalisierten Koordinaten s. z.B. [40]:
∂Uˆ
∂t
+
∂Fˆ
∂ξ
+
∂Gˆ
∂η
+
∂Hˆ
∂ζ
=
∂Fˆ
ν
∂ξ
+
∂Gˆ
ν
∂η
+
∂Hˆ
ν
∂ζ
,mit (2.18)
Uˆ = JU;
Fˆ = J(ξxF + ξyG+ ξzH); Fˆ
ν
= J(ξxF
ν + ξyG
ν + ξzH
ν);
Gˆ = J(ηxF + ηyG+ ηzH); Gˆ
ν
= J(ηxF
ν + ηyG
ν + ηzH
ν);
Hˆ = J(ζxF + ζyG+ ζzH); Hˆ
ν
= J(ζxF
ν + ζyG
ν + ζzH
ν).
Eine detaillierte Herleitung sowie Anmerkungen zur numerischen Berechnung der me-
trischen Koeffizienten sind im Anhang A.1 aufgelistet. Die Gro¨ßen Fˆ, Fˆ
ν
, Gˆ, · · · sind
dimensionslose, generalisierte Flussvektoren. Die Lo¨sung der Erhaltungsgleichungen in
generalisiertem Koordinatensystem ist numerisch aufwendiger als im kartesischen, da
im Vergleich zur Gleichung 2.1 entweder mehr ra¨umliche Ableitungen der Flu¨sse (Gl.
2.3. Ra¨umliche und zeitliche Diskretisierung 9
2.17) oder die generalisierten Flussvektoren (Gl. 2.18) berechnet werden mu¨ssen. Da
der numerische Aufwand zur Bestimmung einer oszillationsfreien Ableitung hoher Ge-
nauigkeit deutlich gro¨ßer als eine Summenbildung ist, ist die stark konservative Form
(Gl. 2.18) der schwach konservativen (Gl. 2.17) vorzuziehen. Fu¨r den Fall, dass das
Gitter in kartesischem Koordinatensystem bereits in einigen Richtungen geradlinig
ist, kann der numerische Lo¨sungsaufwand verringert werden. Dabei vereinfachen sich
die Form der generalisierten Flussvektoren sowie die Formulierung des dimensionslosen
Spannungstensors und des dimensionslosen Wa¨rmestromvektors in generalisiertem Ko-
ordinatensystem. Eine detaillierte Herleitung zweier Spezialfa¨lle, die in dieser Arbeit
relevant sind, ist im Anhang A.2 und A.3 aufgefu¨hrt.
2.3 Ra¨umliche und zeitliche Diskretisierung
Um die Erhaltungsgleichungen (Gl. 2.18) numerisch lo¨sen zu ko¨nnen, werden diese
zuna¨chst diskretisiert. Dabei werden die Differentialquotienten durch geeignete Dif-
ferenzenquotienten approximiert. Eine Vielzahl an Verfahren steht zur Bildung von
Differenzenquotienten einer bestimmten Ordnung zur Verfu¨gung, die sich durch ih-
re spektralen Eigenschaften (Dissipations- und Dispersionsfehler) sowie in ihrer Sta-
bilita¨t unterscheiden. Das Rechengebiet wird in generalisiertem Koordinatensystem
vereinfacht kubisch angenommen, wobei die dimensionslose Seitenla¨nge Eins betragen
soll. Die Koordinaten der Gitterpunkte ξ, η, ζ im Rechengebiet sind mit den laufenden
Indizes i, j, k wie folgt verknu¨pft:
ξ = iΔξ, 0 ≤ ξ ≤ 1
η = jΔη, 0 ≤ η ≤ 1
ζ = kΔζ, 0 ≤ ζ ≤ 1.
Die Anzahl der Gitterpunkte in den einzelnen Koordinatenrichtungen bestimmt die
La¨nge der Intervalle Δξ,Δη,Δζ . Die Ableitungen der reibungsfreien, dimensionslosen,
generalisierten Flussvektoren Fˆ, Gˆ und Hˆ werden mit einem Finite-Differenzen WENO
(Weighted Essentially Non-Oscillatory) Verfahren approximiert, das Shock-Capturing
Eigenschaften aufweist. Die Ableitungen der reibungsbehafteten Flussvektoren sowie
die Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors und der Temperatur als Bestandteil der
reibungsbehafteten Flussvektoren erfolgt mit einem Zentrale-Differenzen Verfahren.
Die reibungsfreien und reibungsbehafteten Flussvektoren werden aus physikalischen
Gru¨nden und wegen unterschiedlichen numerischen Lo¨sungsaufwandes verschieden be-
handelt. Insbesondere fu¨r transsonische Stro¨mungen mit lokalen U¨ber- und Unter-
schallregionen ist zur Approximation der Ableitungen der reibungsfreien Flu¨sse ein
Verfahren mit Upwind-Eigenschaften und in Stoßna¨he ein Shock-Capturing Verfahren
notwendig, um ein U¨berschwingen der Lo¨sung (Gibbs’sches Pha¨nomen) zu vermeiden.
Die Zeitrichtung wird in Intervalle Δt eingeteilt. Der Index n kennzeichnet die un-
terschiedlichen Zeiten mit t = nΔt + t0, wobei in dieser Arbeit ha¨ufig ein konstantes
Δt eingesetzt wird. Die zeitliche Integration erfolgt vorwiegend mittels eines Runge-
Kutta (RK) Verfahrens dritter oder vierter Ordnung, die im Folgenden beschrieben
sind. Wahlweise stehen aber auch diverse andere RK-Schemata von mindestens dritter
Ordnung zur Verfu¨gung (s. [35]).
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2.3.1 Finite-Differenzen WENO-Verfahren
Die konservative Form der semidiskreten, nichtlinearen Erhaltungsgleichungen folgt
aus der Diskretisierung um ein Kontrollvolumen. Hierbei werden die reibungsfreien
Flussvektoren zwischen den diskreten Gitterpunkten bestimmt:
∂Uˆ
∂t
+
Fˆi+1/2,j,k − Fˆi−1/2,j,k
Δξ
+
Gˆi,j+1/2,k − Gˆi,j−1/2,k
Δη
+
Hˆi,j,k+1/2 − Hˆi,j,k−1/2
Δζ
=
∂Fˆ
ν
∂ξ
+
∂Gˆ
ν
∂η
+
∂Hˆ
ν
∂ζ
.
(2.19)
Die Berechnung der reibungsfreien, generalisierten Flussvektoren erfolgt mit dem Finite-
Differenzen WENO-Verfahren hoher Ordnung (N > 3) nach Jiang und Shu [43]. Das
WENO-Verfahren basiert auf ENO-Verfahren, die fu¨r Finite-Volumen Verfahren maß-
geblich von Harten und Osher in [26] - [29] und [67] entwickelt wurden. Shu und Osher
[86, 87] entwickelten spa¨ter die Finite-Differenzen ENO-Verfahren. Viele dabei ver-
wendete Ideen stammen bereits aus den Arbeiten von van Leer [101, 102]. Es wurde
bereits fru¨h erkannt, dass sich in der Lo¨sung von nichtlinearen, hyperbolischen Glei-
chungen (z.B. Euler Gleichungen) Diskontinuita¨ten ausbilden ko¨nnen, auch wenn die
Initiallo¨sung glatt ist. Bei Approximation der reibungsfreien Flu¨sse hoher Ordnung un-
ter Verwendung von konstanten Koeffizienten, auch lineare Approximation genannt,
zeigt die Lo¨sung Oszillationen an Diskontinuita¨ten, die einerseits zu unphysikalischen
Ergebnissen, andererseits zum Abbruch der Simulation fu¨hren ko¨nnen. Godunov [19]
schreibt dazu: linear, monotone methods are at most first order accurate.
Um von besseren spektralen Eigenschaften und ho¨herer Genauigkeit der Verfahren
hoher Ordnung zu profitieren, wurden unterschiedliche nichtlineare Verfahren (TVD
(Total Variation Deminishing), TVB (Total Variation Bounded), FCT (Flux Corrected
Transport), ENO, WENO) entwickelt. Im Folgenden wird das WENO-Verfahren zur
Approximation des Flussvektors Fˆi+1/2,j,k detailliert vorgestellt. Die Bestimmung der
Flussvektoren in andere Koordinatenrichtungen erfolgt in der gleichen Art und Weise.
In dieser Arbeit werden die Ableitungen der reibungsfreien Flu¨sse mit neunter Ord-
nung approximiert. Die maßgeblichen Unterschiede verschiedener, nichtlinearer Ver-
fahren werden im Folgenden erla¨utert.
Das WENO-Verfahren ist formal von ungerader Ordnung N ≥ 3 und besitzt Upwind-
Eigenschaften. Zur Approximation werden insgesamt Daten von N +1 Gitterpunkten,
jeweils N Punkte in positive und negative Informationsausbreitungsrichtung, verwen-
det. Die Anordnung der verwendeten Gitterpunkte um die Stelle i + 1/2, j, k wird
als Stencil bezeichnet und ist unter der Annahme der Informationsausbreitung (engl.
’wind’) in positive i-Richtung in Abbildung 2.1 schematisch dargestellt. Fu¨r negative
Windrichtung ist der Stencil entsprechend um i+1/2 zu spiegeln. Der Stencil ist nicht
symmetrisch und besitzt einen Gitterpunkt mehr in der Upwind-Richtung. Dieser wird
in r = (N + 1)/2 Substencil unterteilt. Zuna¨chst werden r Approximationen Mm des
Flussvektors auf Basis der Substencil-Gitterpunkte berechnet, wobei m der Index eines
Substencils ist:
M rm(Fˆi+m−r+1,j,k, · · · , Fˆi+m,j,k) =
i+m∑
l=i+m−r+1
arm,lFˆl,j,k. (2.20)
Die konstanten Koeffizienten arm,l sind in der Tabelle A.1 fu¨r N = 9 (r = 5) aufgelistet.
Abha¨ngig von ihrer Glattheit, die mit Glattheitsindikatoren IS numerisch bestimmt
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i −2
i −1 i + 1
i +1/2 i + 2
i
stencil
sub−stencil
sub−stencil
sub−stencil
Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der verwendeten Gitterpunkte sowie der Auf-
teilung des Stencils in Substencil fu¨r N = 5 (r = 3)
werden, erfolgt eine Kombination der Substencil-ApproximationenMm zur endgu¨ltigen
Flussinterpolation in der folgenden Form:
Fˆi+1/2,j,k =
r−1∑
m=0
ωmM
r
m(Fˆi+m−r+1,j,k, · · · , Fˆi+m,j,k), (2.21)
wobei ωm die Gewichtskoeffizienten sind. Im Vergleich zum WENO-Verfahren, verwen-
det das ENO-Verfahren nur die glatteste Substencil-Approximationen Mm als endgu¨lti-
ge Flussinterpolation. Das ENO-Verfahren hat damit, verglichen mit dem WENO-
Verfahren, folgende verfahrensspezifische Nachteile:
• In Gebieten glatter Lo¨sung wa¨re eine Approximation auf Basis des gesamten
Stencils genauer als eine Substencil Approximation. Dort sind es oft Rundungs-
fehler, die bei ENO die Wahl des geeignetsten Substencils steuern.
• Die Effizienz von ENO-Verfahren auf Vektorrechnern ist gering, da die Wahl
des geeignetsten Substencils viele logische Operationen erfordert, die auf dieser
Rechnerarchitektur aufwendig sind.
Die Bestimmung der Gewichtskoeffizienten des WENO-Verfahrens erfolgt nun so, dass
in Gebieten glatter Lo¨sung die Information des gesamten Stencils Verwendung findet,
wa¨hrend in der unmittelbaren Na¨he von Diskontinuita¨ten ein ENO-Verhalten ange-
nommen wird:
ωm =
m
0 + · · ·+r−1 (2.22)
mit m =
brm
(ε+ ISm)p
. (2.23)
Die Summe der Gewichtkoeffizienten ist
∑r−1
m=0 ωm = 1. Die Konstanten b
r
m, auch op-
timale Gewichtskoeffizienten genannt, sind in der Tabelle A.1 fu¨r N = 9 (r = 5)
aufgelistet (s. auch [4]). Auch fu¨r diese gilt
∑r−1
m=0 b
r
m = 1. In Gebieten glatter Lo¨sung
sind die Glattheitsindikatoren IS etwa gleich groß, was zu optimalen Gewichtskoef-
fizienten nach Gleichung 2.22 fu¨hrt. Aus den Koeffizienten arm,l und b
r
m ergeben sich
die Konstanten crl , die die Koeffizienten des optimalen WENO-Verfahrens darstellen
und in der Tabelle A.1 fu¨r N = 9 (r = 5) angegeben sind. Eine positive kleine Zahl
ε = 10−7 wird in Gleichung 2.23 eingesetzt, um eine Division durch Null (NAN) zu
vermeiden. Die Wahl des Exponenten p beeinflusst das Verhalten des Verfahrens in
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der Na¨he von Diskontinuita¨ten und ist hier zu p = 2 gewa¨hlt. Die Wahl der Gro¨ßen ε
und p ist in der Literatur stark umstritten. In dieser Arbeit basiert die Wahl auf den
Ergebnissen von einfachen eindimensionalen Testfa¨llen zur Advektion, die hier nicht
gezeigt werden. Die Glattheitsindikatoren IS werden nach Balsara und Shu [4] berech-
net und sind der Vollsta¨ndigkeit halber fu¨r N = 9 (r = 5) im Anhang A.4 angegeben.
Die Annahme der Informationsausbreitung in positive i-Richtung ist fu¨r die Erhal-
tungsgleichungen im Allgemeinen nicht gegeben. Vielmehr breiten sich Informationen
sowohl in die positive als auch in die negative i-Richtung aus. Hyperbolische Glei-
chungssysteme wie die Euler Gleichungen, beschreiben unterschiedliche, wellenarti-
ge Informationsausbreitung mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten und -richtungen.
Die Ausbreitungsrichtung wird mit dem Vorzeichen der Eigenwerte λˆ der Jakobischen
Matrix Aˆ = ∂Fˆ/∂Uˆ beschrieben. Fu¨r hyperbolische Systeme kann die Jakobische Ma-
trix Aˆ in die charakteristische Form u¨berfu¨hrt werden:
Aˆ =
∂Fˆ
∂Uˆ
= RˆΛˆRˆ−1. (2.24)
Λˆ ist die mit Eigenwerten besetzte Diagonalmatrix. Die Spalten der Matrix Rˆ sind
die rechten und die Zeilen der Matrix Rˆ−1 die linken Eigenvektoren. Die Jakobischen
Matrizen Aˆ, Bˆ und Cˆ fu¨r entsprechende generalisierte Flussvektoren sowie ihre Ei-
genwerte und Eigenvektoren sind der Fachliteratur (s. z.B. [41]) zu entnehmen. Zur
numerischen Bestimmung der Richtung der Informationsausbreitung fu¨r mehrdimen-
sionale Gleichungssysteme lassen sich grundsa¨tzlich zwei Ansa¨tze unterscheiden:
1. das Flux Vector Splitting, auch Boltzmann Ansatz genannt und
2. das Flux Difference Splitting, auch Riemann oder Godunov Ansatz genannt.
In dieser Arbeit kommt ein Flux Vector Splitting Verfahren zum Einsatz. Der Fluss-
vektor z.B. Fˆi+1/2,j,k besteht dabei aus zwei Anteilen:
Fˆi+1/2,j,k = Fˆ
+
i+1/2,j,k + Fˆ
−
i+1/2,j,k (2.25)
Fˆ
+
i+1/2,j,k entspricht den Komponenten des Flussvektors, die in die positive i-Richtung
orientiert sind und Fˆ
−
i+1/2,j,k entsprechend in die negative Richtung. Eingesetzt in Glei-
chung 2.21 und umgeformt analog zu [4] ergibt sich fu¨r die Flussinterpolation folgende
Form:
Fˆi+1/2,j,k = Θ(Fˆi−(N−1)/2+1,j,k, · · · , Fˆi+(N−1)/2,j,k)+∑5
c=1[ϕ(Rˆ
−1,c
i+1/2,j,kΔFˆ
−,c
i−N/2,j,k, · · · Rˆ−1,ci+1/2,j,kΔFˆ
−,c
i+N/2−2,j,k)−
ϕ(Rˆ−1,ci+1/2,j,kΔFˆ
+,c
i+N/2−1,j,k, · · · Rˆ−1,ci+1/2,j,kΔFˆ
+,c
i−N/2+1,j,k)]Rˆ
c
i+1/2,j,k.
(2.26)
Θ ist ein Zentrale-Differenzen Operator der Ordnung (N − 1) mit Koeffizienten, die
in der Tabelle 2.1 aufgelistet sind. Die Funktion ϕ, die als nichtlineare Korrektur der
linearen, zentralen Approximation verstanden werden kann, berechnet die Gewichts-
koeffizienten nach Gleichung 2.22, die c-ten, linken Rˆ−1,ci+1/2,j,k und rechten Rˆ
c
i+1/2,j,k
Eigenvektoren und zudem die c-te Komponente der Differenz der Nachbarflussvekto-
ren:
ΔFˆ
±,c
i+1/2,j,k = Fˆ
±,c
i+1,j,k − Fˆ
±,c
i,j,k. (2.27)
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Der Index c ist hier durch die Dimension der Erhaltungsgleichungen bzw. die Anzahl
der Unbekannten begrenzt. Die Bestimmung der Komponenten der Flussanteile Fˆ
±,c
i,j,k
erfolgt mittels eines lokalen Lax-Friedrichs (LLF) Flux Vector Splitting Verfahrens:
Fˆ
±,c
i,j,k =
1
2
(Fˆ
c
i,j,k ± λˆmaxi,j,k Uˆ
c
i,j,k). (2.28)
Der maximale Eigenwert λˆmaxi,j,k wird dabei innerhalb des gesamten Stencil bestimmt.
2.3.2 Zentrale-Differenzen Verfahren
Nachdem die reibungsfreien Flu¨sse diskretisiert sind, erfolgt nun die Diskretisierung
der reibungsbehafteten Flu¨sse mittels Zentrale-Differenzen Verfahren. Die Erhaltungs-
gleichung 2.18 lautet in semidiskreter Form:
∂Uˆ
∂t
+
Fˆi+1/2,j,k − Fˆi−1/2,j,k
Δξ
+
Gˆi,j+1/2,k − Gˆi,j−1/2,k
Δη
+
Hˆi,j,k+1/2 − Hˆi,j,k−1/2
Δζ
=
Fˆ
ν
i+1/2,j,k − Fˆ
ν
i−1/2,j,k
Δξ
+
Gˆ
ν
i,j+1/2,k − Gˆ
ν
i,j−1/2,k
Δη
+
Hˆ
ν
i,j,k+1/2 − Hˆ
ν
i,j,k−1/2
Δζ
(2.29)
Zur Bestimmung der Flu¨sse zwischen den Gitterpunkten z.B. Fˆ
ν
i+1/2,j,k kommt ein
Interpolationsoperator L zum Einsatz [99]. Fu¨r eine beliebige Stro¨mungsgro¨ße Ξ lautet
dieser:
Ξi+1/2,j,k = Li+1/2(Ξ) =
(N+1)/2∑
m=1
= (−1)m+1dm(Ξi+m,j,k + Ξi−m+1,j,k) (2.30)
Die im Operator L verwendeten Gitterpunkte sind symmetrisch um die Interpolations-
stelle angeordnet (symmetrischer Stencil), woraus die Bezeichnung Zentrale-Differenzen
resultiert. Die Interpolationskoeffizienten dm werden so bestimmt, dass die Differenz
(Li+1/2,j,k(Ξ)−Li−1/2,j,k(Ξ)) die Ableitung ∂Ξ
∂ξ
∣∣∣∣
i,j,k
Δξ mit der Ordnung N+1 anna¨hert.
Hierzu werden die Gro¨ßen Ξ in den vom Interpolationsoperator verwendeten Gitter-
punkten in einer Taylor-Reihe entwickelt und in die Differenz eingesetzt. Es entsteht
ein lineares Gleichungssystem, das fu¨r jede beliebige, gerade Ordnung (N+1) wie folgt
angegeben wird [49]:
(N+1)/2∑
m=1
(−1)m+1(mh − (m− 1)h)dm =
{
1/2 fu¨r s = 1
0 fu¨r s > 1,
(2.31)
mit s = 1, 2, · · · , (N + 1)/2 und h = 2s− 1.
Die Lo¨sung des linearen Gleichungssystems liefert die Interpolationskoeffizienten dm,
die fu¨r Approximationen zweiter bis zwo¨lfter Ordnung in der Tabelle 2.1 aufgelistet
sind.
In dieser Arbeit werden die reibungsbehafteten Flu¨sse mit zehnter Ordnung appro-
ximiert. Der Grund hierfu¨r ist einerseits die Konsistenz zur Approximationsordnung
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(N + 1) 2 4 6 8 10 12
d1 1/2 7/12 37/60 533/840 1627/2520 18107/27720
d2 - 1/12 8/60 139/840 473/2520 5653/27720
d3 - - 1/60 29/840 127/2520 1772/27720
d4 - - - 3/840 23/2520 428/27720
d5 - - - - 2/2520 67/27720
d6 - - - - - 5/27720
Tabelle 2.1: Interpolationskoeffizienten dm fu¨r unterschiedliche Ordnungen
der reibungsfreien Flu¨sse, so dass der numerische Diskretisierungsfehler bei der Be-
schreibung der beiden Mechanismen etwa gleich groß ist. Andererseits sind die spek-
tralen Eigenschaften der Verfahren ho¨herer Ordnung besser als die der niedrigeren
innerhalb der gewa¨hlten Methodik (s. Abschnitt 2.4). Somit wird die Wahl der Ver-
fahren hoher Ordnung in dieser Arbeit weniger durch die Ordnung des Verfahrens als
mehr durch ihre spektralen Eigenschaften motiviert.
2.3.3 Runge-Kutta Verfahren
Wenn die Ableitungen der generalisierten Flussvektoren approximiert sind, reduzieren
sich die Erhaltungsgleichungen auf ein System gewo¨hnlicher Differenzialgleichungen:
∂Uˆ
∂t
+Qi,j,k = 0
mit Qi,j,k =
Fˆi+1/2,j,k − Fˆi−1/2,j,k
Δξ
+
Gˆi,j+1/2,k − Gˆi,j−1/2,k
Δη
+
Hˆi,j,k+1/2 − Hˆi,j,k−1/2
Δζ
− Fˆ
ν
i+1/2,j,k − Fˆ
ν
i−1/2,j,k
Δξ
−Gˆ
ν
i,j+1/2,k − Gˆ
ν
i,j−1/2,k
Δη
− Hˆ
ν
i,j,k+1/2 − Hˆ
ν
i,j,k−1/2
Δζ
.
(2.32)
Zur Lo¨sung von Systemen gewo¨hnlicher Differenzialgleichungen existieren viele impli-
zite, semi-implizite sowie explizite Verfahren. In dieser Arbeit finden unterschiedliche
explizite, mehrstufige Einschritt-Runge-Kutta (RK) Verfahren ihren Einsatz, um die
semidiskreten Erhaltungsgleichungen numerisch zu integrieren. In den einzelnen Stufen
des RK-Verfahrens werden Zwischenergebnisse berechnet, die im Allgemeinen keinem
Zeitlevel zugeordnet sind (deshalb hier mit  gekennzeichnet). Die Kombination dieser
Zwischenergebnisse in der letzten Stufe erfolgt so, dass der Lo¨sungsvektor zum na¨chs-
ten Zeitschritt Uˆ
n+1
i,j,k mit der Ordnung des Verfahrens approximiert wird.
Vorwiegend kommen das dreistufige RK-3,3 Verfahren dritter Ordnung von Shu [86]
sowie das klassische vierstufige RK-4,4 Verfahren vierter Ordnung hier zum Einsatz.
Das RK-3,3 Verfahren besitzt TVD Eigenschaften und la¨sst sich in speicheroptimierter
Form (3 Arrays) wie folgt darstellen:
Uˆ

i,j,k = Uˆ
n
i,j,k +ΔtQ
n
i,j,k
Uˆ

i,j,k = 3/4 Uˆ
n
i,j,k + 1/4
(
Uˆ

i,j,k +ΔtQ

i,j,k
)
Uˆ
n+1
i,j,k = 1/3 Uˆ
n
i,j,k + 2/3
(
Uˆ

i,j,k +ΔtQ

i,j,k
)
.
(2.33)
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Dabei wird der Lo¨sungsvektor Uˆ
n
i,j,k des alten Zeitschritts erst nach der Bestimmung
des Vektors des na¨chsten Zeitschritts Uˆ
n+1
i,j,k u¨berschrieben. Das klassische RK-4,4 Ver-
fahren vierter Ordnung bedarf zur Lo¨sung vier Arrays und lautet:
Uˆ

i,j,k = Uˆ
n
i,j,k + 1/2 ΔtQ
n
i,j,k
Uˆ

i,j,k = Uˆ
n
i,j,k + 1/2 ΔtQ

i,j,k
Uˆ

i,j,k = Uˆ
n
i,j,k +ΔtQ

i,j,k
Uˆ
n+1
i,j,k = Uˆ
n
i,j,k +Δt
(
1/6Qni,j,k + 2/6Q

i,j,k + 2/6Q

i,j,k + 1/6Q

i,j,k
)
.
(2.34)
Auch hier bleibt der Lo¨sungsvektor des alten Zeitschritts bei der Integration erhalten.
Obwohl das RK-4,4 keine TVD Eigenschaften aufweist, liefert es in Kombination mit
dem WENO-Verfahren zur Flussapproximation ein stabiles und dabei dissipations-
und dispersionsarmes Verfahren zur Lo¨sung der Erhaltungsgleichungen. In ju¨ngster
Vergangenheit sind Familien expliziter SSP-RK (Strong Stability Preserving Runge-
Kutta) Verfahren entwickelt worden, die bei starken nichtlinearen Problemen stabil
und oszillationsfrei sind [46, 24]. Diese wurden im hier verwendeten Lo¨ser implemen-
tiert und stehen wahlweise zur Verfu¨gung.
Durch ein Einsetzen der Zwischenergebnisse in die letzte Stufe bestimmt sich der
Lo¨sungsvektor zum Zeitlevel n + 1 aus der Lo¨sung und den zeitlichen Ableitungen
zum Zeitlevel n. Fu¨r das RK-3,3 und das RK-4,4 Schemata ergeben sich entsprechend:
u(3,3),n+1 = un +
∂u
∂t
|nΔt+ 1
2
∂2u
∂t2
|nΔt2 + 1
6
∂3u
∂t3
|nΔt3 +O(Δt4) (2.35)
und
u(4,4),n+1 = un +
∂u
∂t
|nΔt+ 1
2
∂2u
∂t2
|nΔt2 + 1
6
∂3u
∂t3
|nΔt3 + 1
24
∂4u
∂t4
|nΔt4 +O(Δt5). (2.36)
Die Ordnung des Verfahrens kann nun durch den Vergleich der Koeffizienten vor den
zeitlichen Ableitungen des Runge-Kutta Verfahrens mit den Koeffizienten einer Tay-
lorreihe bestimmt werden.
2.4 Stabilita¨t und spektrale Eigenschaften
Nach der Wahl der Schemata zur ra¨umlichen und zeitlichen Approximation der Ablei-
tungen in den Erhaltungsgleichungen werden diese in volldiskreter Form im Rechner
gelo¨st. Die Wahl der Diskretisierungsschemata beeinflusst neben der Konsistenzord-
nung des Verfahrens auch ihre Stabilita¨t. Aufgrund der fehlenden theoretischen Grund-
lage zur nichtlinearen Stabilita¨tsanalyse erfolgt im Folgenden eine Untersuchung der
linearen Stabilita¨t des eingesetzten Verfahrens mittels der von Neumann Analyse. Hier-
bei wird eine eindimensionale, hyperbolische und eine eindimensionale, parabolische,
lineare Modellgleichung verwendet. Weiterhin ist das WENO-Verfahren nichtlinear,
da nicht konstante Gewichtskoeffizienten zur Approximation der Ableitung verwendet
werden. Unter der Annahme einer glatten Lo¨sung nehmen die Gewichtskoeffizienten die
Werte der konstanten, optimalen Koeffizienten an und ermo¨glichen damit die Untersu-
chung mittels einer linearen Stabilita¨tsanalyse. Trotz ihrer eingeschra¨nkten Gu¨ltigkeit,
ist die lineare Stabilita¨tsanalyse ein stark etabliertes Werkzeug der numerischen Ana-
lyse, denn nur ein stabiles und konsistentes numerisches Verfahren ist auch konvergent.
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Zur linearen Stabilita¨tsanalyse wird folgende eindimensionale, lineare, hyperbolische
Modellgleichung verwendet:
∂u
∂t
= −a∂u
∂x
. (2.37)
Diese wu¨rde man beispielsweise erhalten, wenn die eindimensionale Kontinuita¨tsglei-
chung fu¨r eine konstante Geschwindigkeit formuliert wird (hierbei ist u(x, t) = ρ(x, t)
und a = u zu setzen). Weiterhin wird hier die konvektive CFL (Courant-Friedrichs-
Lewy) Zahl σ = aΔt/Δx eingefu¨hrt. Im eindimensionalen, linearen Fall ist kein Split-
ting der Flu¨sse notwendig, da es nur einen Eigenwert a = konst. gibt, der ein ein-
deutiges Vorzeichen hat. (Die Lo¨sung fu¨r a = 0 ist trivial, da in diesem Fall die
Initiallo¨sung der Lo¨sung zu jedem beliebigen Zeitpunkt entspricht). Im Weiteren wird
ohne Einschra¨nkung eine positive Informationsausbreitungsrichtung a > 0 angenom-
men. Eine Stabilita¨tsanalyse fu¨r ein a < 0 liefert gleiche Ergebnisse, wobei der Stencil
und die Koeffizienten der ra¨umlichen Diskretisierung um den Interpolationspunkt zu
spiegeln sind.
Unter der Annahme von optimalen, konstanten Gewichtskoeffizienten wird die ra¨um-
liche Ableitung mittels eines Differenzenoperators S fu¨r WENO-9 wie folgt approxi-
miert:
∂u
∂x
∣∣∣∣
i
≈ 1
2520Δx
(−4ui−5 + 45ui−4 − 240ui−3 + 840ui−2 − 2520ui−1
+ 504ui + 1680ui+1 − 360ui+2 + 60ui+3 − 5ui+4) = Si(u)/Δx. (2.38)
Um die vollsta¨ndig diskrete Gleichung zu erhalten, ersetzt man mit Hilfe der Modell-
gleichung in der Gleichung 2.35 bzw. 2.36 die zeitlichen Ableitungen durch die ra¨umli-
chen. Die ra¨umlichen Ableitungen werden mit dem Differenzenoperator S diskretisiert.
Fu¨r das RK-(3,3) Verfahren ergibt sich somit:
u
(3,3),n+1
i = u
n
i − a
∂u
∂x
∣∣∣∣
n
i
Δt+ a2
1
2
∂2u
∂x2
∣∣∣∣
n
i
Δt2 +
1
6
∂3u
∂x3
∣∣∣∣
n
i
Δt3 (2.39)
u
(3,3),n+1
i = u
n
i − σSni (u) +
1
2
σ2S(Sni (u))−
1
6
σ3S(S(Sni (u))). (2.40)
Die ho¨heren ra¨umlichen Ableitungen werden bei RK-Schemata durch ein rekursives
Verwenden des Differenzenoperators S berechnet, wie hier am Beispiel der zweiten
Ableitung gezeigt wird:
S(Sni (u)) =
1
2520
(−4Sni−5(u) + 45Sni−4(u)− 240Sni−3(u) + 840Sni−2(u)
− 2520Sni−1(u) + 504Sni (u) + 1680Sni+1(u)− 360Sni+2(u)
+ 60Sni+3(u)− 5Sni+4(u)) ≈
∂2u
∂x2
∣∣∣∣
n
i
Δx2. (2.41)
Die Anzahl der verwendeten Gitterpunkte wa¨chst dabei linear mit der Ho¨he der Ab-
leitung. Zur Berechnung der Lo¨sung zum na¨chsten Zeitlevel finden beim RK-(3,3)
Schema somit Informationen von 28 und beim RK-(4,4) Schema von 37 Gitterpunkten
um die Approximationsstelle Verwendung.
Mittels der von Neumann Stabilita¨tsanalyse, deren Grundlagen im Kapitel A.6 erla¨utert
sind, wird die maximal stabile, konvektive CFL Zahl σmax bestimmt. Diese ist in Tabel-
le 2.4 fu¨r WENO-5 und WENO-9 aufgelistet. Ein Effektivita¨tskoeffizient nach Wang
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RK-(3,3) RK-(4,4)
σmax σmax/s σmax σmax/s
WENO-5 1,434 0,478 1,731 0,433
WENO-9 1,127 0,376 1,598 0,400
Tabelle 2.2: Maximal stabile, konvektive CFL Zahl σmax und Effektivita¨tskoeffizient
σmax/s fu¨r WENO-5 und WENO-9 gekoppelt mit RK-(3,3) bzw. RK-(4,4).
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Abbildung 2.2: Dissipations- und Dispersionseigenschaften der WENO-Verfahren un-
terschiedlicher Ordnung gekoppelt mit RK-(3,3) fu¨r σ = 0, 5.
und Spiteri [104] ermo¨glicht einen einfachen Vergleich der beiden zeitlichen Diskreti-
sierungsschemata. Die maximal stabile CFL Zahl wird hierbei durch die Anzahl der
Runge-Kutta Stufen s geteilt, da die Berechnung der Flu¨sse (einmal pro Stufe durch-
gefu¨hrt) den gro¨ßten Aufwand beim Lo¨sen der Gleichung bedeutet. Im Vergleich zum
RK-(3,3) ist mit dem RK-(4,4) Schema fu¨r WENO-5 und WENO-9 eine ho¨here, sta-
bile CFL Zahl realisierbar. Der Aufwand zur Berechnung einer zusa¨tzlichen Stufe bei
RK-(4,4) wird aber nur fu¨r WENO-9 kompensiert. Das RK-(4,4) Schema zur zeitli-
chen Diskretisierung, gekoppelt mit WENO-9, ist somit effektiver im Vergleich zum
RK-(3,3).
Die maximal stabile CFL Zahl sinkt fu¨r ein gegebenes zeitliches Schemata mit zu-
nehmender Ordnung der ra¨umlichen Diskretisierung. Neben einem ho¨heren Aufwand
zur ra¨umlichen Diskretisierung sinkt zusa¨tzlich der realisierbare Zeitschritt. Der Mehr-
aufwand kann durch bessere spektrale Eigenschaften des Verfahrens u¨berkompensiert
werden. Neben der maximal stabilen, konvektiven CFL Zahl σmax sind mittels der von
Neumann Stabilita¨tsanalyse die spektralen Eigenschaften des Verfahrens bestimmbar.
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Wie in Kapitel A.6 erla¨utert, kommt hier |G(σ, φj)| als ein Maß fu¨r die inha¨rente,
numerische Dissipation und εφ(σ, φj) als ein Maß fu¨r die Dispersion zum Einsatz. Fu¨r
ein dissipations- und dispersionsfreies numerisches Verfahren nehmen diese Gro¨ßen
den Wert Eins fu¨r alle dimensionslosen Wellenzahlen φj an. In der Abbildung 2.2 sind
|G(φj)| und εφ(φj) fu¨r eine CFL Zahl von σ = 0, 5 und WENO-Schemata dritter
bis elfter Ordnung gekoppelt mit RK-(3,3) dargestellt. Alle WENO-Verfahren weisen
erho¨hte Dissipation und Dispersion fu¨r dimensionslose Wellenzahlen nahe π auf. Je-
doch bleiben Verfahren ho¨herer Ordnung zu ho¨heren Wellenzahlen φj dissipations-
und dispersionsfrei. Die Verla¨ufe von |G(φj)| zwischen WENO-9 und WENO-11 wei-
sen einen deutlich kleineren Unterschied als z.B. zwischen WENO-3 und WENO-5
auf. Damit ist der Vorteil in der Genauigkeit durch den Einsatz eines Schemas ho¨her-
er Ordnung begrenzt. In dieser Arbeit wird das WENO-Verfahren neunter Ordnung
eingesetzt, da es einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand
darstellt. Detaillierte Ergebnisse der Analyse, die auch optimierte WENO-Verfahren
nach Martin et. al. [57] sowie weitere Runge-Kutta Verfahren zur zeitlichen Integration
beru¨cksichtigen, sind in [35] vero¨ffentlicht.
2.5 Randbedingungen
Die diskreten, dimensionslosen Erhaltungsgleichungen ko¨nnen nun mit den oben vor-
gestellten Methoden auf einem Rechengitter gelo¨st werden. Das numerische Gitter
und damit auch das Rechengebiet sind jedoch begrenzt. Das Verhalten der Stro¨mung
außerhalb des Rechengebiets ist in der Regel mit dem Stro¨mungsverhalten innerhalb
verknu¨pft, so dass Randbedingungen notwendig sind, die diese Verknu¨pfung richtig
modellieren. Zudem mu¨ssen die Randbedingungen mit den Erhaltungsgleichungen ver-
tra¨glich sein, d.h. die physikalische Ausbreitungsrichtung der Information soll beru¨ck-
sichtig werden.
Bei numerischen Verfahren, die einen Stencil mit vielen Gitterpunkten nutzen, tritt
ein besonderes Problem auf. Um die Ableitungen der Flu¨sse am ersten Gitterpunkt
innerhalb des Rechengebiets zu approximieren, beno¨tigt man entweder viele fiktive
Punkte, die die Randbedingungen enthalten oder das Verfahren muss zum Rand hin
vera¨ndert werden. Zur besseren und einfacheren Parallelisierung der numerischen Ver-
fahren ist eine gleichbleibende Approximation der Flussvektoren von Vorteil, so dass
hier (N + 1)/2 fiktive Punkte in jede Koordinatenrichtung dem Gitter hinzugefu¨gt
sind (s. Abbildung 2.3). Das Gebiet der fiktiven Punkte umgibt das Rechengebiet. In
den fiktiven Punkten werden diskrete Stro¨mungsgro¨ßen abgelegt, die die Randbedin-
gungen erfu¨llen. Die im Folgenden verwendeten Indizes der fiktiven Punkte sind der
Abbildung 2.3 nach bezeichnet.
Abha¨ngig vom untersuchten Stro¨mungsfall finden unterschiedliche Randbedingungen
Verwendung, die im Folgenden vorgestellt werden. In Abbildung 2.4 ist beispielsweise
ein numerisches Rechengebiet fu¨r die Simulation einer ebenen Plattenstro¨mung darge-
stellt. Im Folgenden wird die Formulierung der Randbedingungen an diesem Beispiel
vorgestellt. Das Rechengebiet wird von links nach rechts durchstro¨mt und ist somit
nach links durch den Einstro¨m- und nach rechts durch den Ausstro¨mrand begrenzt.
Unten befindet sich eine feste Wand, eine reibungsfreie Vorlaufstrecke oder ein Sto¨rbe-
reich, in dem die Tollmien-Schlichting Wellen generiert werden, wa¨hrend oben Frei-
randbedingungen zum Einsatz kommen. Die Randbedingungen sind eindimensional
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des Gitters inklusive der fiktiven Punkte und
ihre Indexbezeichnung.
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Abbildung 2.4: Numerisches Integrationsgebiet.
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in generalisierten Koordinaten (ξ, η, ζ)T formuliert und erlauben damit eine einfache
U¨bertragung auf andere Ra¨nder oder Stro¨mungsprobleme. In den fiktiven Punkten
werden die primitiven Variablen wie die Dichte ρ, der Druck p und die Komponenten
des Geschwindigkeitsvektors (u, v, w)T vorgegeben und daraus die konservativen Va-
riablen berechnet.
Einstro¨mrand:
Unter der Annahme, dass sich am Einstro¨mrand die Stro¨mung vollsta¨ndig im Unter-
schall befindet, werden dort fu¨r vier von fu¨nf Gro¨ßen Derichlet Bedingungen vorgege-
ben. Klassischerweise sind es die Geschwindigkeitskomponenten und die Dichte oder
die Temperatur. Fu¨r den Druck erfolgt die Vorgabe der ra¨umlichen Ableitung u¨ber den
Einstro¨mrand. Im Falle der ebenen Plattenstro¨mung ohne einen aufgepra¨gten Druck-
gradienten, bei der der Einstro¨mrand etwas stromauf von der Plattenvorderkante liegt,
betra¨gt die Ableitung des Drucks u¨ber den Einstro¨mrand Null. Die klassischen Ein-
stro¨mrandbedingungen fu¨r eine Einstro¨mung in x-Richtung lauten demnach:
ρi,j,k = 1.0
ui,j,k = 1.0
vi,j,k = 0.0
wi,j,k = 0.0
pi,j,k = pii,j,k
fu¨r j ∈ [m0;m], k ∈ [l0; l],
mit i ∈ [0;nf1] und ii = n0 + nf1− i.
Eine symmetrische Verteilung der Druckwerte um den Einstro¨mrand, der sich zwi-
schen zwei Gitterpunkten befindet, liefert dort im Allgemeinen nur fu¨r eine zentrale
Differenz mit einem symmetrischen Stencil und symmetrischen Koeffizienten eine ver-
schwindende Ableitung. Der Stencil des WENO-Schemas ist aber nicht symmetrisch.
Im Anhang A.5 wird jedoch gezeigt, dass unter der Annahme von optimalen Koef-
fizienten der Gesamtfluss des WENO-Schemas (Summe der Flussanteile nach dem
Splitting) symmetrisch ist, was die oben gewa¨hlte Vorgehensweise rechtfertigt. Bei der
Simulation der Transition werden Sto¨rungen bestimmter Amplitude, Frequenz und
Wellenzahl in der Grenzschicht ku¨nstlich generiert und ihre Entwicklung analysiert.
Um unphysikalische Reflektionen am Einstro¨mrand zu minimieren, die die Lo¨sung im
Rechengebiet verfa¨lschen ko¨nnen, kommen neben den klassischen Einstro¨mrandbedin-
gungen auch nichtreflektierende oder ”weiche” Randbedingungen zum Einsatz. Eine
Version geht von der Formulierung der Randbedingungen auf Basis der Entropie und
der Enthalpie aus. Hierbei sind die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors in allen
fiktiven Punkten u¨ber den gesamten Einstro¨mrand konstant:
ui,j,k = 1.0
vi,j,k = 0.0
wi,j,k = 0.0
fu¨r i ∈ [0;nf1], j ∈ [m0;m], k ∈ [l0; l].
Die Berechnung der Dichte und des Drucks erfolgt unter Verwendung der Stro¨mungs-
gro¨ßen aus dem Rechengebiet. Dabei wird angenommen, dass die Entropie und die
Enthalpie entlang eines Stromfadens u¨ber die Einstro¨mfla¨che konstant bleiben. Die
dimensionslosen Gleichungen fu¨r eine aus der Entropie abgeleitete Gro¨ße s sowie fu¨r
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die Gesamtenthalpie h lauten:
s =
p
ρκ
(2.42)
h =
h˜
u˜2
∞
= e+
1
κMa2
∞
p
ρ
. (2.43)
Die Dichte und der Druck in den fiktiven Punkten berechnen sich damit wie folgt:
ρi,j,k =
[
(κ− 1)Ma2
∞
sii,j,k
(
hii,j,k − 1
2
(u2i,j,k + v
2
i,j,k + w
2
i,j,k)
)] 1
κ− 1
pi,j,k = ρ
κ
i,j,ksii,j,k
fu¨r i ∈ [0;nf1] und ii = n0 + nf1− i.
Ausstro¨mrand:
Die Behandlung der Ausstro¨mrandbedingungen ha¨ngt von der lokalen Machzahl der
Stro¨mung am Ausstro¨mrand ab. Fu¨r transsonische Stro¨mungen liegt dieser mo¨glichst
weit von den lokalen U¨berschallbereichen entfernt. Auch fu¨r den hier betrachteten
Fall der ebenen Plattenstro¨mung befindet sich die Stro¨mung am Ausstro¨mrand im
Unterschall. Klassischerweise werden die Gro¨ßen der Dichte und der Geschwindigkeit
aus dem Rechengebiet eingesetzt:
ui,j,k = uii,j,k
vi,j,k = vii,j,k
wi,j,k = wii,j,k
ρi,j,k = ρii,j,k
fu¨r j ∈ [m0;m], k ∈ [l0; l],
mit i ∈ [np1;nf ] und ii = np1 + n− i
und das Druckniveau durch eine Derichlet Bedingung definiert. Im Vergleich zum Ein-
stro¨mrand treten am Ausstro¨mrand jedoch deutlich gro¨ßere Stro¨mungsfluktuationen
auf, da z.B. in die Grenzschicht ku¨nstlich eingebrachte Sto¨rungen zum Austrittsrand
hin stark anwachsen. Durch eine Streckung des Gitters zum Austrittsrand hin werden
die Fluktuationsamplituden reduziert. Diese Vorgehensweise entspricht einer ga¨ngigen
numerischen Methode der ’sponge layer’ [13, 95] (s. auch Abbildung 5.11), wobei die
Lo¨sung im Bereich des gestreckten Gitters nicht fu¨r die Analyse verwendet wird. Um
Reflektionen an der ’sponge layer’ zu vermeiden, erfolgt die Gitterstreckung mit einem
kleinen Streckungsfaktor. Zusa¨tzlich wird hier eine eindimensionale, nicht reflektie-
rende Randbedingung (NRBC Non-Reflecting Boundary Condition) nach Rudy und
Strikwerda [77] fu¨r den Druck verwendet:
∂p
∂t
= f
∂p
∂x
− g(p− p∞).
Die Koeffizienten f und g sind im Allgemeinen frei wa¨hlbar. In der Literatur wird
f = 0.1 und g = −0.1 vorgeschlagen. Fu¨r stationa¨re Stro¨mungen (zeitliche Ableitung
verschwindet) geht der Druck fu¨r ∂p/∂x = 0 gegen den Referenzdruck p∞, der dimen-
sionslos Eins betra¨gt. Der Druck in allen fiktiven Punkten wird wie folgt angegeben:
pni,j,k = p
n−1
n,j,k −Δt
[
0.1(pn−1n,j,k − 1.0)−
0.1
Δξ
(pn−1n,j,k − pn−1n−1,j,k)
]
,
mit i ∈ [np1;nf ], j ∈ [m0;m], k ∈ [l0; l].
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Der obere Index n gibt den Zeitschritt der verwendeten Dru¨cke an. Die ra¨umliche
Ableitung des Drucks wird im letzten Punkt des Rechengebiets mit der Genauigkeit
erster Ordnung approximiert.
Reibungsfreie Vorlaufstrecke:
Bei der Simulation der ebenen Plattenstro¨mung fu¨hrt ein Beginn der Platte direkt am
Einstro¨mrand zu falschen Geschwindigkeits- und Temperaturverla¨ufen in der Grenz-
schicht. An der Stelle des Grenzschichtbeginns entsteht lokal ein Druckgradient. Zudem
wird die Stro¨mung direkt an der Wand vollsta¨ndig abgebremst. Im Unterschall brei-
tet sich diese Information sowohl stromab als auch stromauf aus und vera¨ndert die
Anstro¨mung. Die oben formulierten Einstro¨mrandbedingungen beru¨cksichtigen jedoch
keine A¨nderung der Geschwindigkeit innerhalb der fiktiven Punkte. Der Plattenbeginn
ist aus diesen Gru¨nden stromab verschoben, um den Einfluss der Einstro¨mrandbedin-
gungen auf die anlaufende Grenzschicht zu minimieren. Ein Gebiet mit einer reibungs-
freien Wand ist der Platte vorgelagert.
Reibungsfreie Wa¨nden (engl. slip wall) erlauben eine Schlupfgeschwindigkeit, so dass
nur die wandnormale v-Komponente der Geschwindigkeit an der Wand verschwindet.
Wenn die v-Komponente der Geschwindigkeit in den fiktiven Punkten gleich Null ge-
setzt wird, vera¨ndert dies jedoch unphysikalisch die Ableitung der Geschwindigkeits-
komponenten an der reibungsfreien Vorlaufstrecke. Vielmehr sind die Werte in den
fiktiven Punkten so zu wa¨hlen, dass der Massen-, Impuls- und Energietransport in
Richtung dieser Geschwindigkeitskomponente verhindert werden:
∂p
∂η
|wand = 0 , ∂ρ
∂η
|wand = 0 aus ∂T
∂η
|wand = 0 , ∂u
∂η
|wand = 0 und vwand = 0
Zu beachten ist, dass diese Bedingungen den Annahmen einer Grenzschichtstro¨mung
an einer adiabaten Wand entsprechen. Die diskreten Randbedingungen lauten dort
nun:
ui,j,k = ui,jj,k
vi,j,k = −vi,jj,k
wi,j,k = wi,jj,k
ρi,j,k = ρi,jj,k
pi,j,k = pi,jj,k
fu¨r i ∈ [0; i(x0)], k ∈ [l0; l],
mit j ∈ [0;mf1] und jj = m0 +mf1− j.
Reibungsbehaftete Plattenwand:
An der Plattenwand gilt die Haftbedingung fu¨r alle Komponenten der Geschwindigkeit.
Diese werden analog zu der oben vorgestellten Art durch eine Spiegelung am Rand und
ein Vorzeichenwechsel erhalten und lauten in diskreter Form:
ui,j,k = −ui,jj,k
vi,j,k = −vi,jj,k
wi,j,k = −wi,jj,k
ρi,j,k = ρi,jj,k
pi,j,k = pi,jj,k
fu¨r i ∈ [i(x0);nf ], k ∈ [l0; l],
mit j ∈ [0;mf1] und jj = m0 +mf1− j.
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Die Randbedingungen fu¨r Druck und Dichte entsprechen den Bedingungen fu¨r eine
adiabate Plattengrenzschicht.
Sto¨rbereich:
Eine besondere Bedeutung in dieser Arbeit kommt der Erzeugung der Tollmien-Schlich-
ting (TS) Wellen zu. Im Bereich des Sto¨rstreifens wird die wandnormale v-Komponente
der Geschwindigkeit instationa¨r so vorgegeben, dass eine Tollmien-Schlichting Welle
geringer Amplitude entsteht. Abgesehen von der wandnormalen Geschwindigkeitskom-
ponente entsprechen alle anderen Gro¨ßen den Haftrandbedingungen an der Platteno-
berfla¨che. Diese Art der TS-Wellen Anregung findet ha¨ufig Anwendung. In [13, 95]
und den dort zitierten Arbeiten ist diese detailliert beschrieben und lautet fu¨r das
betrachtete Beispiel:
ui,j,k = −ui,jj,k
wi,j,k = −wi,jj,k
ρi,j,k = ρi,jj,k
pi,j,k = pi,jj,k
fu¨r i ∈ [i(x1); i(x2)], k ∈ [l0; l],
mit j ∈ [0;mf1] und jj = m0 +mf1− j.
Der Verlauf der v-Komponente wird durch eine Funktion vsto¨r(x, z, t) beschrieben:
vsto¨r(x, z, t) = v
(x) [A0 sin(β0t) + A1 sin(γ1z) sin(β1t)]
mit v(x) = 1, 51 sin(2π(x− x1)/(x2 − x1))e−0,25(2π(x−x1)/(x2−x1)−π)2 .
(2.44)
Die Funktion v(x) ist in Abbildung 2.5 dargestellt und entspricht einem Wellenpaket,
also vorwiegend einer Sinusschwingung, deren Steigung jedoch am Anfang und Ende
des Sto¨rbereichs klein wird, um einen mo¨glichst gleichma¨ßigen U¨bergang im Geschwin-
digkeitsverlauf zwischen der Platte und dem Sto¨rbereich zu gewa¨hrleisten. In Fasel et
al.[13] ist eine a¨hnliche Formulierung gewa¨hlt. Dort wird die Funktion v(x) jedoch
durch ein Polynom beschrieben. Eine Fourieranalyse beider Ansa¨tze zeigt, dass neben
der Hauptanregung signifikante Energieanteile in der ersten Harmonischen vorhanden
sind, die zur numerischen Simulation der Transition notwendig sind. Bei Verwendung
des Ansatzes nach Gleichung 2.44 ist der Energiegehalt in der Hauptanregung ho¨her
und in der ersten Harmonischen niedriger als in [13]. Die Sto¨rungseingabe mittels Glei-
chung 2.44 erlaubt damit einen leicht modifizierten Energieeintrag in die Grenzschicht.
Die dimensionslosen Amplituden der zwei- bzw. dreidimensionalen Sto¨rkomponenten
sind A0 bzw. A1. β0 und β1 sind die entsprechenden dimensionslosen Kreisfrequen-
zen. γ1 = 2π/λz ist die dimensionslose Querwellenzahl, wobei λz der dimensionslosen
Wellenla¨nge in z-Richtung entspricht. Das Gitter ist im Bereich der Sto¨rung in x-
und z-Richtung a¨quidistant. Damit ergibt sich folgende diskrete Randbedingung der
v-Komponente:
vni,j,k = v
(i) [A0sin(β0nΔt) + A1sin(γ1kzζΔζ)sin(β1nΔt)]
mit v(i) = 1, 51sin
(
2π
i− i(x1)
i(x2)− i(x1)
)
e
−0,25
(
2π
i−i(x1)
i(x2)−i(x1)
−π
)2
mit i ∈ [i(x1); i(x2)], j ∈ [0;mf1], k ∈ [l0; l].
Freirand:
Der obere Freirand liegt in der Außenstro¨mung, weit außerhalb der Grenzschicht. Am
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Abbildung 2.5: Verlauf der v-Komponente der Geschwindigkeit im Sto¨rbereich.
Freirand werden die Gradienten der Stro¨mungsgro¨ßen normal zum Rand gleich Null ge-
setzt. Weiterhin sind Reflektionen an den Ra¨ndern zu vermeiden. Die folgenden Rand-
bedingungen zeigen geringe Reflektionseigenschaften und lauten in diskreter Form:
ui,j,k = ui,jj,k
vi,j,k = vi,jj,k
wi,j,k = wi,jj,k
ρi,j,k = ρi,jj,k
pi,j,k = pi,jj,k
fu¨r i ∈ [0;nf ], k ∈ [l0; l],
mit j ∈ [mp1;mf ] und jj = mp1 +m− j.
Periodische Randbedingungen:
In z-Richtung werden periodische Randbedingungen verwendet. Damit la¨sst sich zum
Beispiel eine quasi-zweidimensionale ebene Plattenstro¨mung unendlicher Spannweite
simulieren.
ui,j,k = ui,j,kk
vi,j,k = vi,j,kk
wi,j,k = wi,j,kk
ρi,j,k = ρi,j,kk
pi,j,k = pi,j,kk
fu¨r i ∈ [0;nf ], j ∈ [0;mf ],
mit k ∈ [0; lf1] und kk = l − lf1 + k,
oder k ∈ [lp1; lf ] und kk = k − lp1 + l0
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2.6 Parallelisierung
Bei der Direkten Numerischen Simulation (DNS) einer Stro¨mung werden alle signifi-
kanten Stro¨mungsvorga¨nge aufgelo¨st. Dies erfordert eine hohe ra¨umliche Auflo¨sung.
Die Bestimmung der Flu¨sse mittels WENO ist relativ aufwendig, da die Glattheit der
Stro¨mung analysiert wird. Die Instationarita¨t des untersuchten Pha¨nomens bedingt ei-
ne weitere Erho¨hung der beno¨tigten Rechenzeit, so dass eine solche Simulation nur auf
großen Cluster sowie Supercomputern durchgefu¨hrt werden kann. Da solche Systeme
aus einer Vielzahl zusammengeschalteter Prozessoren bestehen, ist eine Parallelisie-
rung des numerischen Lo¨sers unabdingbar. Der hier verwendete Lo¨ser ist mittels MPI
(Massage Passing Interface) parallelisiert, wobei im Folgenden kurz auf die Besonder-
heiten der Umsetzung eingegangen wird.
Um die Vielzahl zusammengeschalteter Prozessoren zu nutzen, wird das Rechengebiet
in Teilgebiete unterteilt (domain decomposition). Jedes Teilgebiet beinhaltet dabei die
gleiche Anzahl an Gitterpunkten in den drei betrachteten Raumrichtungen, was eine
mo¨glichst gleichma¨ßige Verteilung der Arbeit auf einzelne Prozessoren bedeutet. Da
zur Approximation der Flu¨sse nur lokale (innerhalb des Stencils) Gro¨ßen verwendet
werden, speichert jeder Prozessor nur Daten fu¨r sein Teilgebiet (Datenparallelita¨t).
Die Gro¨ßen an den Grenzen der Teilgebiete sind nach jeder Runge-Kutta Stufe aus-
zutauschen. Dabei kommunizieren nur die direkt benachbarten Prozesse (point to point
communication).
Theoretisch ko¨nnen die einzelnen Prozesse beliebig auf die verwendeten Prozessoren
verteilt werden. Die gro¨ßte Effizienz zeigt der hier eingesetzte Lo¨ser jedoch, wenn die
Kommunikationsverbindung zwischen den na¨chsten Nachbarn die schnellste ist, bzw.
die direkt benachbarten Prozesse auch physikalisch auf die direkt benachbarten Pro-
zessoren verteilt sind. Beim Einsatz einer virtuellen MPI Topologie optimiert das Be-
triebssystem die Verteilung der Prozesse auf Prozessoren. Fu¨r nachfolgende numerische
Simulationen wurden zwei- und dreidimensionale kartesische MPI Topologien verwen-
det, wobei die periodischen Randbedingungen bereits in der Topologie beru¨cksichtigt
wurden. Weiterhin erleichtert eine virtuelle MPI Topologie die Ein- und Ausgabe (I/O),
da die Daten in einer Datei in der gleichen Art und Weise angeordnet sind. Fu¨r die
Dateiein- und -ausgabe, die bei instationa¨ren Simulationen einen erheblichen Teil der
Rechenzeit ausmachen kann, wurden die Routinen der MPI I/O Bibliothek verwendet.
Gelesen und geschrieben wird eine einzige Datei von beliebig vielen Prozessen. Jeder
Prozess hat dabei Zugriff nur auf den Teil der Datei, der Daten aus seinem Teilgebiet
beinhaltet. Es ist somit kein Master-Prozess fu¨r die Initiierung der Rechnung not-
wendig und die Anforderungen an den Arbeitsspeicher sind entsprechend gering. Zur
nicht-blockierenden Punkt zu Punkt Kommunikation wurde die MPI Sendrecv()
Routine eingesetzt. Diverse weitere Mo¨glichkeiten des MPI Standards zur Umsetzung
der Punkt zu Punkt Kommunikation wurden untersucht, ohne einen nennenswerten
Unterschied in der Kommunikationsdauer festzustellen.
Bei einer Verdoppelung der Prozessoranzahl kann die Rechenzeit fu¨r das gleiche Pro-
blem maximal um die Ha¨lfte reduziert werden. Jedoch steigt dabei das Verha¨ltnis
der Kommunikations- zur Berechnungszeit an. Zudem wa¨chst der Aufwand fu¨r die
Verwaltung der Prozesse mit zunehmender Prozessorenanzahl an, so dass die theo-
retisch mo¨gliche Skalierung in der Praxis selten beobachtet wird. Das Verhalten des
Lo¨sers bei unterschiedlicher Prozessorenanzahl an unterschiedlichen Rechnerarchitek-
turen wurde an Beispielen von zwei- und dreidimensionalen Simulationen untersucht.
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Auf dem Superrechner JUGENE skaliert der Lo¨ser (WENO neunter Ordnung) nahe-
zu linear, bis jedes Teilgebiet fu¨r den 2D Fall nur noch 10x25 und fu¨r den 3D Fall
10x16x32 Gitterpunkte umfasst. Zu beachten ist, dass bei WENO neunter Ordnung
der Stencil zehn Gitterpunkte groß ist, d.h. die Anzahl der fiktiven Punkte, deren
Daten ausgetauscht werden mu¨ssen, in jede Raumrichtung 10 entspricht. Fu¨r die Er-
gebnisse der im Folgenden vorgestellten 3D Stro¨mungssimulationen wurden damit auf
dem JUGENE zwischen 1024 und 4096 cores verwendet. Eine weitere Simulation der
Profilumstro¨mung mit ca. 300 Mio. Gitterpunkten, auf die in dieser Arbeit nicht ex-
plizit Bezug genommen wird, konnte bei einer Skalierung des Lo¨sers von etwa 90%
auf 65536 cores durchgefu¨hrt werden. Der Superrechner JUGENE verfu¨gt dabei u¨ber
ein extrem schnelles Netzwerk und relativ langsame Prozessoren und eignet sich da-
mit besonders fu¨r kommunikationsintensive Anwendungen. Aber auch auf dem Jump
Cluster des Forschungszentrums Ju¨lich sowie dem Xeon-Cluster des Rechenzentrums
der RWTH Aachen skaliert der Lo¨ser nahezu linear, bis jedes Teilgebiet etwa 10x100
Gitterpunkte beinhaltet. Hier wurden fu¨r die folgenden Stro¨mungssimulationen stan-
dardma¨ßig 128 oder 256 cores eingesetzt, diese sind jedoch deutlich leistungssta¨rker
(ca. Faktor 10 in unseren Anwendungen) im Vergleich zu den cores des JUGENE.
Die Umsetzung der Parallelisierung ist somit fu¨r große Cluster sowie Supercomputer
geeignet.
Kapitel 3
Laminar/turbulente Transition
Die Mechanismen und Ursachen der Transition werden bereits seit der Erkenntnis,
dass es grundsa¨tzlich unterschiedliche Stro¨mungszusta¨nde gibt, untersucht. Lange Zeit
war unklar, warum eine geordnete laminare Stro¨mung in einen quasi-chaotischen Zu-
stand u¨bergeht. Bereits 1883 a¨ußerte Reynolds [76] die Vermutung, dass der lami-
nar/turbulente U¨bergang auf das Anwachsen von Sto¨rungen kleiner Amplitude zuru¨ck-
zufu¨hren ist. Darauf basierend wurde die theoretische Grundlage der linearen Stabi-
lita¨tstheorie geschaffen, die jedoch bis in die vierziger Jahre des zwanzigsten Jahr-
hunderts umstritten war. Die lineare Stabilita¨tstheorie wurde zuna¨chst auf die inkom-
pressiblen Grenzschichten angewandt. Erst in den sechziger Jahren wurden Ergebnisse
der kompressiblen Stabilita¨tstheorie vorgestellt. Das mathematische Konstrukt der li-
nearen Stabilita¨tstheorie sowie ihre wichtigsten Erkenntnisse fu¨r inkompressible und
kompressible Grenzschichten werden im Folgenden vorgestellt.
In Abbildung 3.1 ist der laminar/turbulente U¨bergang in einer inkompressiblen, ebenen
Plattengrenzschicht ohne Druckgradient schematisch dargestellt. Nach White (1974)
[105] la¨sst sich dieser in folgende Bereiche gliedern:
• Entwicklung instabiler Tollmien-Schlichting oder kurz TS-Wellen (Prima¨rinsta-
bilita¨t),
• instabile, dreidimensionale oder spannweitige Wellen- und Wirbelbildung (Se-
kunda¨rinstabilita¨ten),
• Wirbelzerfall oder -zusammenbruch
• und die Ausbildung von Turbulenzflecken oder engl. ’turbulent spots’.
Die Vorstellung nach White gilt nur fu¨r eine Anstro¨mung mit kleinen Schwankungen.
Diese Schwankungen werden in die Grenzschicht eingekoppelt (Rezeptivita¨t) und regen
die Tollmien-Schlichting Wellen an. In Abha¨ngigkeit von der Art und der Intensita¨t
der Schwankungen ko¨nnen einzelne Phasen der Transition u¨bersprungen werden (s.
Abbildung 3.2). Fu¨r eine Vorhersage als auch fu¨r eine systematische Untersuchung
des laminar/turbulenten U¨bergangs ist somit die Kenntnis der Sto¨rungen in der An-
stro¨mung entscheidend. In der vorliegenden Arbeit wird die Rezeptivita¨t einer transi-
tionalen Plattengrenzschicht auf stromauf laufende Druckwellen untersucht. Der aktu-
elle Kenntnisstand zur Rezeptivita¨t von akustischen Schwankungen ist im Folgenden
zusammenfassend beschrieben. Ein allgemeineres Bild des aktuellen Forschungsstan-
des zur Transition ist in [73] und den Referenzen darin gegeben.
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des laminar/turbulenten U¨bergangs in in-
kompressiblen, ebenen Plattengrenzschichten ohne Druckgradienten [82].
Abbildung 3.2: Schematische Darstellung unterschiedlicher Arten des laminar/turbu-
lenten U¨bergangs nach [80].
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Die Prima¨rinstabilita¨ten lassen sich mittels linearer Stabilita¨tstheorie beschreiben, die
die Stabilita¨t einer Stro¨mung gegenu¨ber Sto¨rungen bestimmter Frequenz und kleiner
Amplitude untersucht. Die Stro¨mungsgro¨ßen in den Erhaltungsgleichungen werden da-
bei in einen stationa¨ren Anteil und einen instationa¨ren Sto¨ranteil (z.B u˜(x˜, y˜, z˜, t˜) =
u˜0(x˜, y˜, z˜) + u˜
′(x˜, y˜, z˜, t˜)) unterteilt. Unter den Annahmen, dass:
• die Grundstro¨mung die Erhaltungsgleichungen erfu¨llt und
• die Sto¨rungen klein sind
werden die Erhaltungsgleichungen vereinfacht und bezu¨glich der Grundstro¨mung linea-
risiert. Produkte zwischen zwei Sto¨rgro¨ßen werden dabei vernachla¨ssigt (z.B. u˜′v˜′ ≈ 0).
Fu¨r die Sto¨rgro¨ßen wird nun ein komplexer Wellenansatz eingefu¨hrt:
u˜′(x˜, y˜, z˜, t˜) = u˜′max(y˜)e
I(α˜x˜+γ˜z˜−β˜t˜) (3.1)
Hier sind α˜ und γ˜ Wellenzahlen in x- bzw. z-Richtung, fu¨r die mit der entsprechenden
Wellenla¨nge λ˜x bzw. λ˜z gilt:
α˜ =
2π
λ˜x
und γ˜ =
2π
λ˜z
.
u˜′max(y˜) ist der komplexe Amplitudenverlauf und I
2 = −1. Die Kreisfrequenz ist β˜ =
2πf˜ und f˜ die Frequenz. Die Phasengeschwindigkeit c˜ph der Sto¨rungen ist gegeben
durch:
c˜ph =
β˜
α˜
. (3.2)
Im Allgemeinen wird zwischen einem zeitlichen und ra¨umlichen Modell unterschieden.
Beim zeitlichen Modell sind die Wellenzahlen α˜ und γ˜ reell. Die komplexe Kreisfrequenz
β˜ = β˜r + Iβ˜i wird in eine reelle Kreisfrequenz β˜r und eine zeitliche Anfachungsrate
β˜i unterteilt. Beim ra¨umlichen Modell sind γ˜ und β˜ reell, wa¨hrend die Wellenzahl in
x-Richtung α˜ = α˜r + Iα˜i komplex ist. Abha¨ngig von der Problemstellung wird das
zeitliche oder das ra¨umliche Modell angewandt. Fu¨r die Transition einer Grenzschicht
ist das ra¨umliche Modell realistischer, da dort die Sto¨rungen wa¨hrend ihrer Entwick-
lung stromab transportiert werden.
3.1 Rezeptivita¨t
Unter Rezeptivita¨t (von Morkovin (1969) [61] gepra¨gter Begriff) versteht man den
Vorgang, bei dem Sto¨rungen in die Grenzschicht eingekoppelt werden. In der Literatur
werden zwei Anteile der Sto¨rungen unterschieden:
• rotationsfreier (akustische Mode)
• und rotationsbehafteter (Wirbel-Mode) Anteil,
die unterschiedlich eingekoppelt werden. In [80] wird die Vermutung gea¨ußert, dass
die akustische Mode vorwiegend zur Entstehung der Prima¨rinstabilita¨t (TS-Wellen)
fu¨hrt, wa¨hrend die Wirbel-Mode die Sekunda¨rinstabilita¨t sowie den Zusammenbruch
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zur Turbulenz entscheidend beeinflusst. In theoretischen, experimentellen und nume-
rischen Untersuchungen zur Rezeptivita¨t werden die Sto¨rungsanteile aufgrund ihrer
unterschiedlichen Wirkungsweise oft unabha¨ngig voneinander betrachtet. Zudem wird
grundsa¨tzlich zwischen ”natu¨rlicher” und ”forcierter” Rezeptivita¨t unterschieden. Bei
einer ”forcierten” Rezeptivita¨t werden Sto¨rungen (meist innerhalb der Grenzschicht)
mit einem Frequenz-Wellenla¨ngen Verha¨ltnis generiert, das einer TS-Welle a¨hnelt. Be-
reits eine kurze Entfernung stromab bildet sich dann eine TS-Welle mit der typischen
wandnormalen Verteilung (s. z.B. Abbildung 5.18 a)). Ein Beispiel fu¨r ”forcierte” Re-
zeptivita¨t ist die experimentelle Anregung der TS-Wellen in [83, 47, 45]. Obwohl der
Fokus der Arbeiten dort auf der Entwicklung der TS-Wellen lag und nicht auf ih-
rer Entstehung, stellen diese Experimente auch Rezeptivita¨tsuntersuchungen dar. Bei
einer ”natu¨rlichen” Rezeptivita¨t entstehen die Sto¨rungen vorwiegend außerhalb der
Grenzschicht und bewegen sich mit einer deutlich gro¨ßeren Geschwindigkeit verglichen
mit einer typischen Geschwindigkeit einer TS-Welle. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der akustischen Mode relativ zur Anstro¨mung entspricht der Schallgeschwindigkeit.
Die Wirbel-Mode wiederum bewegt sich mit der Stro¨mungsgeschwindigkeit. Die ma-
ximale Geschwindigkeit der instabilen TS-Wellen aber entspricht etwa der Ha¨lfte der
Stro¨mungsgeschwindigkeit außerhalb der Grenzschicht (s. Gleichung 3.6). Im niedrigen
Unterschall ist somit das Verha¨ltnis zwischen Frequenz und Wellenla¨nge der Sto¨rungen
und der TS-Wellen deutlich unterschiedlich. Bei einer ”natu¨rlichen” Rezeptivita¨t der
Sto¨rungen muss also eine Transformation der Wellenla¨nge innerhalb der Grenzschicht
stattfinden.
Der aktuelle Forschungsstand zur Rezeptivita¨t von Grenzschichten ist gegeben in [80]
und Referenzen darin. Im Folgenden wird der Kenntnisstand zur Rezeptivita¨t bezu¨glich
akustischer Sto¨rungen, die außerhalb der Grenzschicht entstehen, pra¨sentiert, da dieser
in der vorliegenden Arbeit von gro¨ßter Relevanz ist.
3.1.1 Rezeptivita¨t akustischer Sto¨rungen
Nach dem Erfolg der linearen Stabilita¨tstheorie bei der Beschreibung der Entwicklung
von TS-Wellen mittels der Orr-Sommerfeld Gleichung, wurde diese auch zur Formu-
lierung einer Theorie der Rezeptivita¨t eingesetzt. Dies fu¨hrte jedoch nicht zum Er-
folg. Erst durch eine Serie von Arbeiten von Goldstein (1983-1985) [20, 21, 22], in
denen eine linearisierte, instationa¨re Grenzschichtgleichung verwendet wird, gelang ei-
ne theoretische Beschreibung der Rezeptivita¨t. Goldstein [20] zeigt, dass Lo¨sungen
der linearisierten, instationa¨ren Grenzschichtgleichung stromab asymptotisch in die
Lo¨sung der Orr-Sommerfeld Gleichung (TS-Wellen) u¨bergehen. Der U¨bergang wird
durch einen Rezeptivita¨tskoeffizienten beschrieben, der die Amplitude der TS-Wellen
in Relation zur Amplitude der a¨ußeren Sto¨rungen setzt. Da die linearisierte, instati-
ona¨re Grenzschichtgleichung im Gegensatz zur Orr-Sommerfeld Gleichung Ableitun-
gen in Stro¨mungsrichtung entha¨lt, kann damit die A¨nderung der Wellenla¨nge einer
Sto¨rung beim Einkoppeln beschrieben werden (s. [20]). Aufgrund der notwendigen Wel-
lenla¨ngentransformation schlussfolgert Goldstein, dass Rezeptivita¨t nur in Gebieten
großer Gradienten in Hauptstro¨mungsrichtung stattfindet. Als Rezeptivita¨tsquellen
werden unter anderem die sich ausbildende Grenzschicht an der Vorderkante, unstetige
Oberfla¨chena¨nderungen von umstro¨mten Ko¨rpern oder Verdichtungssto¨ße identifiziert.
Fu¨r eine ebene Platte mit einer ideal scharfen Vorderkante ist der Rezeptivita¨tskoef-
fizient fu¨r akustische Sto¨rungen nach Goldstein konstant und unabha¨ngig von der
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Frequenz der Anregung [20, 21]. Experimentelle Untersuchungen von Shapiro (1977)
[85] besta¨tigten dieses theoretische Ergebnis. Dort wurde eine lineare Zunahme der
Amplitude der TS-Wellen mit der Amplitude der akustischen Anregung festgestellt.
Basierend auf den Arbeiten von Goldstein wurde zuna¨chst vorwiegend die Vorderkan-
tenrezeptivita¨t untersucht. Eine theoretische Arbeit zur Rezeptivita¨t an der Vorderkan-
te bezu¨glich eindimensionaler akustischer Sto¨rung aus unterschiedlichen Richtungen
ist in [30] gegeben. Dort wird eine ausgepra¨gte Abha¨ngigkeit des Rezeptivita¨tskoeffi-
zienten vom Winkel zwischen der Ausbreitungsrichtung der Sto¨rung und der Haupt-
stro¨mungsrichtung festgestellt. Bei einem Winkel von 0◦ (die Sto¨rungen bewegen sich
stromab in Hauptstro¨mungsrichtung) ist der Betrag des Rezeptivita¨tskoeffizienten et-
wa Eins. Fu¨r einen Winkel von 180◦ (die Sto¨rungen bewegen sich stromauf entgegen der
Hauptstro¨mungsrichtung) steigt der Betrag des Rezeptivita¨tskoeffizienten deutlich an
und zeigt eine ausgepra¨gte Machzahlabha¨ngigkeit. Fu¨r eine Machzahl von Ma∞ = 0, 1
betra¨gt dieser etwa 20. Das heißt stromauf laufende Druckwellen haben großen Ein-
fluss auf die Initialamplituden der Transition in Vorderkantenna¨he. Die Amplitude der
TS-Welle ist in Vorderkantenna¨he somit etwa zwanzig Mal so groß wie die Amplitu-
de der akustischen Sto¨rung. Spa¨ter wurde die Rezeptivita¨tstheorie erweitert, um zum
Beispiel den Effekt endlicher Vorderkantenradii oder lokaler Unebenheiten des um-
stro¨mten Ko¨rpers zu beru¨cksichtigen. Ein U¨berblick u¨ber theoretische und experimen-
telle Fortschritte in den achtziger Jahren ist in [75, 63, 23] gegeben. Eine Besta¨tigung
der Rezeptivita¨tstheorie mittels DNS gelang erst deutlich spa¨ter. In den Arbeiten von
Fuciarelli et al. (2000) [15] und Wanderley et al. (2001) [103] wird die Einkopplung
von akustischen Sto¨rungen an der Vorderkante und dem U¨bergang zwischen einer el-
liptischen Vorderkante und der ebenen Platte simuliert. Die U¨bereinstimmung mit der
Theorie und den Experimenten ist sehr gut, wobei die zitierten Untersuchungen aus-
schließlich im niedrigen Unterschall erfolgten.
Wie in Kapitel 5 gezeigt wird, a¨ndert sich die Charakteristik der Druckwellen im hohen
Unterschall wesentlich. Insbesondere nimmt die Wellenla¨nge der stromauf laufenden
Druckwellen deutlich ab. Außerdem steilen sich diese schnell zu Verdichtungssto¨ßen
auf. Dieses Verhalten wird in der Rezeptivita¨tstheorie nicht beru¨cksichtigt, so dass
bezu¨glich der hier durchgefu¨hrten Arbeiten nur eine unzureichende theoretische Be-
schreibung existiert. Die Ergebnisse von Heinrich und Kerschen (1989) [30] lassen
zudem vermuten, dass die Machzahl einen starken Einfluss auf den Rezeptivita¨tskoef-
fizienten hat.
3.2 Prima¨rinstabilita¨t
Die Prima¨rinstabilita¨t ist die Phase des Anwachsens von TS-Wellen wa¨hrend des la-
minar/turbulenten U¨bergangs. Die Grundstro¨mung ist dabei trotz kleiner Sto¨rungen
makroskopisch unvera¨ndert. Lord Rayleigh untersuchte bereits 1880 [72] die lineare
Stabilita¨t von Freistrahlen unter Vernachla¨ssigung der Reibung. Er stellte fest, dass
ein Wendepunkt in den Geschwindigkeitsverla¨ufen destabilisierend wirkt. Damit konn-
te zwar die Entwicklung von Instabilita¨ten am Freistrahl beschrieben werden, jedoch
war die Ursache fu¨r die Transition von Grenzschichten ohne Wendepunkt weiterhin
unklar. Erst die Arbeiten von Tollmien (1929) [97] und Schlichting (1933) [81] zeigten,
dass in einer ebenen Plattengrenzschicht die Reibung destabilisierend wirkt. Zudem
postulierte Tollmien [98], dass fu¨r reibungsfreie Instabilita¨t ein Wendepunkt in der
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Grundstro¨mung sowohl notwendig als auch hinreichend ist.
3.2.1 Inkompressible Plattengrenzschichten
Zu den oben aufgefu¨hrten Annahmen soll fu¨r die Untersuchung der linearen Stabilita¨t
von inkompressiblen Grenzschichten zusa¨tzlich gelten, dass die Grundstro¨mung:
• in Querrichtung konstant (∂w˜0/∂z˜ = 0) und
• lokal parallel (∂u˜0/∂x˜ = 0) ist, d.h. es wird kein Grenzschichtwachstum beru¨ck-
sichtigt.
Unter Verwendung der inkompressiblen Erhaltungsgleichungen und des Sto¨ransatzes
erha¨lt man die Orr-Sommerfeld Gleichung [65, 66, 88], die die Stabilita¨t der inkom-
pressiblen Grenzschicht beschreibt:
(α˜u˜0 + γ˜w˜0 − β˜)
(
∂2(v˜′max)
∂y˜2
− (α˜2 + γ˜2)v˜′max
)
−(
α˜
∂2u˜0
∂y˜2
+ γ˜
∂2w˜0
∂y˜2
)
v˜′max+
I
Re
(
∂4(v˜′max)
∂y˜4
− 2(α˜2 + γ˜2)∂
2(v˜′max)
∂y˜2
+ (α˜2 + γ˜2)2v˜′max
)
= 0.
(3.3)
Die Orr-Sommerfeld Gleichung ist eine einfache Differentialgleichung vierter Ordnung,
so dass zur Lo¨sung vier Randbedingungen beno¨tigt werden. Diese lauten fu¨r eine ebene
Plattengrenzschicht:
v˜′max(y˜wand) = 0 v˜
′
max(y˜ → ∞) = 0
∂v˜′max
∂y˜
|y˜=y˜wand = 0
∂v˜′max
∂y˜
|y˜→∞ = 0.
Eine detaillierte Herleitung der Orr-Sommerfeld Gleichung sowie der Randbedingun-
gen ist im Anhang 7 aufgelistet.
Zur Lo¨sung der Orr-Sommerfeld Gleichung wird vorwiegend das zeitliche Modell ver-
wendet, da die Wellenzahl α˜ quadratisch in der Gleichung vorkommt und der numeri-
sche Lo¨sungsaufwand fu¨r ein komplexes α˜ dadurch ansteigt. Nach Gaster [16] ko¨nnen
Ergebnisse der Stabilita¨tsanalyse zwischen dem zeitlichen und ra¨umlichen Modell unter
der Einschra¨nkung kleiner Anfachungsraten transformiert werden. Bei großen Anfa-
chungsraten werden die Eigenwerte fu¨r das ra¨umliche Problem aus den Eigenwerten
des zeitlichen Problems mittels Wieland Iteration bestimmt.
Fu¨r eine gegebene Grundstro¨mung u˜0, w˜0 sowie Wellenzahlen α˜ und γ˜ werden β˜r und
β˜i so bestimmt, dass eine nicht triviale Lo¨sung existiert. Mathematisch fu¨hrt dies auf
ein Eigenwertproblem mit dem gesuchten Eigenwert β˜ und dem Eigenvektor v˜′max(y).
Die Ergebnisse der Stabilita¨tsanalyse liefern zu jedem Wertepaar α˜, γ˜ und Reδ1 einen
komplexen Amplitudenverlauf v˜′max(y) und eine komplexe Kreisfrequenz β˜ = β˜r + Iβ˜i.
Ist die zeitliche Anfachungsrate β˜i > 0, so ist die untersuchte Stro¨mung (u˜0, w˜0, Reδ1)
fu¨r die betrachtete Sto¨rung (α˜, γ˜) instabil. In der dimensionslosen α−Re Ebene la¨sst
sich eine Kurve fu¨r βi = 0 eintragen, die Bereiche stabiler und instabiler Stro¨mung
trennt. Mit der Transformation nach Gaster [16] erfolgt eine analoge Bestimmung des
stabilen Bereiches in der β−Re Ebene. Diese wird als Indifferenzkurve bezeichnet und
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ist in Abbildung 3.3 fu¨r eine ebene Plattenstro¨mung ohne Druckgradienten dargestellt.
Die kleinste Reynoldszahl der Indifferenzkurve wird Indifferenz-Reynoldszahl genannt
und ist die theoretische Stabilita¨tsgrenze. Fu¨r gro¨ßere Reynoldszahlen existieren also
Sto¨rungen, die angefacht werden. Wenn die Anfachungsraten αi fu¨r das ra¨umliche Pro-
blem als Funktion der Anregungsfrequenz βr und der Reynoldszahl Reδ1 gegeben sind,
kann mittels der eN -Methode die Transitionsreynoldszahl abgescha¨tzt werden. Hierzu
wird die Anfachungsrate in x-Richtung fu¨r jede instabile Frequenz separat integriert.
Es wird angenommen, dass die Grenzschicht an der Position umschla¨gt, wo das In-
tegral der Anfachungsrate fu¨r eine der Frequenzen einen bestimmten Wert N zuerst
erreicht. Aus der Korrelation empirischer Ergebnisse zur Transition an einer ebenen
Platte gilt fu¨r N nach Mack (1977) [55]:
N = −8, 43− 2, 4 ln(Tu). (3.4)
Hier ist Tu =
√
1/3(u′2
∞
+ v′2
∞
+ w′2
∞
) der Turbulenzgrad der Anstro¨mung und wird
in der Korrelation mit Tu > 10−3 vorausgesetzt. Aufgrund ihrer Einfachheit wird die
eN -Methode in der Praxis oft eingesetzt. Die Ergebnisse sind jedoch nicht sehr genau,
da die Korrelation die Eigenheiten der Modelle, Versuchsanlagen etc. nur ungenu¨gend
beru¨cksichtigt.
Fu¨r eine vollsta¨ndig zweidimensionale Stro¨mung w˜0 = 0, γ˜ = 0 kann bei Kennt-
nis von v˜′max(y) der Verlauf u˜
′
max(y) direkt aus der Kontinuita¨tsgleichung bestimmt
werden. Im allgemeinen dreidimensionalen Fall muss zur Bestimmung der Geschwin-
digkeitssto¨rkomponenten u˜′max(y) und w˜
′
max(y) die Squire Gleichung [90] gelo¨st werden.
Die Ergebnisse der Theorie der Prima¨rstabilita¨t zeigen, dass in inkompressiblen Grenz-
schichten ohne Druckgradienten die Indifferenzreynoldszahl mit der Verdra¨ngungsdicke
δ˜1 gebildet:
Reδ1,ind =
(
˜∞u˜∞δ˜1
μ˜∞
)
= 520 (3.5)
betra¨gt. Zudem existiert eine obere Grenze fu¨r instabile Sto¨rung:
β˜r,max,inst
δ˜1
u˜∞
= 0, 14; α˜max,instδ˜1 = 0, 36;
c˜ph,max,inst
u˜∞
= 0, 39. (3.6)
Damit ergibt sich die minimale Wellenla¨nge fu¨r instabile Sto¨rungen zu
λ˜x,min,inst ≈ 6δ˜, wobei δ˜ der Grenzschichtho¨he entspricht. Der Bereich mit den ho¨chsten
Amplifikationsfaktoren ist fu¨r Reynoldszahlen im Bereich Reδ1 = 10
3 − 104 bestimmt.
Fu¨r gro¨ßere Reynoldszahlen wird der Bereich der instabilen Sto¨rungen kleiner und die
Amplifikationsfaktoren sinken.
Um eine na¨here Einsicht in den Mechanismus der Prima¨rinstabilita¨t zu erhalten, sind
von Schlichting die instationa¨ren Geschwindigkeitskomponenten v˜(x, y, t), u˜(x, y, t) fu¨r
eine neutrale Sto¨rung berechnet worden. Das resultierende Bild der instationa¨ren
Stromlinien zeigt Wirbel in der Grenzschicht, die Tollmien-Schlichting (TS) Wellen
genannt werden. Squire zeigte, dass in inkompressiblen Grenzschichten Sto¨rungen,
die in Hauptstro¨mungsrichtung orientiert sind, die kleinsten Indifferenzreynoldszahlen
aufweisen. Somit werden zweidimensionale TS-Wellen in einer inkompressiblen Grenz-
schicht am sta¨rksten angefacht. Die Sto¨ramplituden der instabilen Sto¨rungen wachsen
zuna¨chst exponentiell an. Wenn die Sto¨ramplituden eine gewisse Gro¨ße (u˜′ ≈ 0, 01u˜0)
erreichen, setzt die Sekunda¨rinstabilita¨t ein. Die Vorhersagen der Stabilita¨tstheorie
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Abbildung 3.3: Indifferenzkurve einer ebenen, inkompressiblen Plattengrenzschicht-
stro¨mung ohne Druckgradient [82].
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sind experimentell erstmals von Schubauer und Skramstad (1943) [83] besta¨tigt wor-
den. Zudem wurde die Erkenntnis untermauert, dass der Turbulenzgrad der Versuchs-
anlage einen entscheidenden Faktor bei Transitionsuntersuchungen darstellt. So nimmt
ab einem Turbulenzgrad von Tu = 0.1% die Reynoldszahl, bei der die Transition ex-
perimentell beobachtet wird, deutlich ab (s. [83] und Gl. 3.4).
In den folgenden Jahren wurde mittels linearer Stabilita¨tstheorie der Einfluss des
Druckgradienten, der Absaugung und des Wa¨rmeu¨bergangs auf die Transition un-
tersucht. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:
• Ein negativer Druckgradient ∂p˜
∂x˜
< 0 (beschleunigte Stro¨mung) wirkt stabilisie-
rend, wa¨hrend ein positiver Druckgradient die Grenzschicht destabilisiert [70].
• Eine Absaugung wirkt stark stabilisierend. Der zur Laminarerhaltung notwendi-
ge Massenstrom kann fu¨r kontinuierliche Absaugung theoretisch bestimmt wer-
den [78, 79].
• Bei Gasen wirkt eine Ku¨hlung der Stro¨mung stabilisierend und eine Aufheizung
destabilisierend, wa¨hrend das Verhalten bei Flu¨ssigkeiten umgekehrt ist [8, 38].
3.2.2 Kompressible Plattengrenzschichten
Die Stabilita¨t der kompressiblen Grenzschicht wird von einem Differentialgleichungs-
system achter Ordnung beschrieben, das im Anhang 7 dargestellt ist [56]. Zur Herlei-
tung werden die kompressiblen Erhaltungsgleichungen mit dem Sto¨ransatz erweitert
und linearisiert. Vor der numerischen Lo¨sung werden die Stabilita¨tsgleichungen entdi-
mensioniert. Die Lo¨sung der Gleichungen ist fu¨r kompressible Grenzschichten deutlich
aufwendiger als im inkompressiblen Fall. Zwei ga¨ngige numerische Methoden werden
zur Bestimmung der Eigenwerte verwendet:
• Anfangswertverfahren, auch Schießverfahren genannt
• Randwertverfahren, auch direktes Verfahren genannt.
Beim Anfangswertverfahren werden die Gleichungen ausgehend von einem Randpunkt
integriert, wobei die Gro¨ßen β˜r und β˜i gescha¨tzt werden. Im Allgemeinen ist die Rand-
bedingung am gegenu¨berliegenden Rand durch die Scha¨tzwerte verletzt. Diese werden
so lange iterativ variiert, bis die Randbedingungen erfu¨llt sind.
Beim Randwertverfahren werden die Ableitungen in den kompressiblen Stabilita¨ts-
gleichungen z.B. durch Finite Differenzen oder Chebyshev Polynome von einem zum
gegenu¨berliegenden Rand formal approximiert. Daraus ergibt sich ein lineares Glei-
chungssystem mit einer Koeffizientenmatrix, deren Gro¨ße abha¨ngig von der gewa¨hlten
Diskretisierung und der Anzahl der Unbekannten sowie der Stu¨tzstellen ist. Die Lo¨sung
des linearen Gleichungssystems liefert den komplexen Eigenwert β˜.
Die Ergebnisse der Untersuchungen zur Prima¨rstabilita¨t in kompressiblen Grenz-
schichten zeigen, dass die Stro¨mung in Abha¨ngigkeit von der o¨rtlichen relativen Mach-
zahl Maloc = (c˜ph − u˜0)/
√
κR˜T˜loc in zwei Gruppen unterteilt werden ko¨nnen:
• Fu¨rMa2loc < 1 existiert in der α−Re Ebene nur ein instabiles Gebiet, a¨hnlich wie
in inkompressiblen Grenzschichten. Fu¨r diese Stro¨mungen besteht ein eindeutiger
Zusammenhang zwischen der Phasengeschwindigkeit cph, der Wellenzahl α und
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Abbildung 3.4: Einfluss der Machzahl auf die Grundsto¨rung und Mack-Moden [82].
der Kreisfrequenz β. Diese werden Grundsto¨rungen oder in Anlehnung an die
inkompressible Theorie auch Tollmien-Schlichting Wellen genannt werden.
• Fu¨r Ma2loc > 1 zeigte Mack (1965) [54], dass im reibungsfreien Grenzfall d.h.
Re → ∞ eine unendliche Anzahl an instabilen Gebieten existiert, die als Mack-
Moden bezeichnet werden. Fu¨r diese Stro¨mungen sind unendlich viele neutra-
le Partialwellen mit gleicher Phasengeschwindigkeit vorhanden. In einer ebenen
adiabaten Grenzschichtstro¨mung mit Re → ∞ tritt Ma2loc > 1 fu¨r Ma∞ ≈ 2.2
zum ersten Mal auf (s. Abbildung 3.4). Fu¨r gro¨ßere Machzahlen wird der instabile
Bereich gro¨ßer und Mack-Moden werden fu¨r endliche Reynoldszahlen beobach-
tet.
Lees und Lin (1946) [50] untersuchten Sto¨rungen in kompressiblen Stro¨mungen fu¨r
einen reibungsfreien Grenzfall Re → ∞ und erkannten, dass diese instabil sind, wenn
der Verlauf der Grundstro¨mung einen verallgemeinerten Wendepunkt aufweist:
d
dy˜
(
˜
du˜0
dy˜
)∣∣∣∣
y˜s
= 0 und u˜0(y˜s) > u˜∞ −
√
κR˜T˜. (3.7)
Diese Erkenntnis ist von zentraler Bedeutung, da kompressible, adiabate, ebene Plat-
tengrenzschichten das Wendepunktkriterium erfu¨llen und somit fu¨r Re → ∞ anders
als inkompressible Plattengrenzschichten instabil sind (s. Abbildung 3.4, links, Un-
terschied Ma∞ = 0 und Ma∞ > 0). Das instabile Gebiet in der α − Re Ebene ist
fu¨r kompressible Stro¨mungen somit fu¨r zunehmende Reynoldszahlen gro¨ßer als fu¨r
inkompressible. Diese Abweichung zwischen den Indifferenzkurven fu¨r kompressible
und inkompressible Stro¨mungen setzt fu¨r steigende Machzahlen bei geringeren Werten
der Reynoldszahl ein. Zudem werden in supersonischen Grenzschichten dreidimensio-
nale Grundsto¨rungen (d.h. Sto¨rungen, deren Ausbreitungsrichtung einem Winkel zur
Hauptstro¨mungsrichtung aufweist) sta¨rker als zweidimensionale Sto¨rungen angefacht
[54].
Die Mack-Moden treten auf, wenn fu¨r die Phasengeschwindigkeit ein lokales relatives
U¨berschallgebiet existiert, in dem die Phasengeschwindigkeit gro¨ßer als die Summe
aus lokaler Stro¨mungs- und Schallgeschwindigkeit ist (s. Formulierung von Maloc).
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Fu¨r Grenzschichten tritt dies zuerst direkt an der Wand auf, da die Stro¨mungsge-
schwindigkeit dort Null ist. Zudem ist das relative U¨berschallgebiet bei gegebener
Grundstro¨mung (Ma,Re) fu¨r eine zweidimensionale Mack-Mode gro¨ßer als fu¨r eine
dreidimensionale. Zweidimensionale Mack-Moden werden deshalb sta¨rker als dreidi-
mensionale angefacht. Die erste Mack-Mode (zweite Partialsto¨rung) ist die instabils-
te und am sta¨rksten angefachte Mack-Mode. Ab einer Anstro¨mmachzahl von etwa
Ma∞ > 4 ist diese in einer ebenen, adiabaten, kompressiblen Plattengrenzschicht die
dominante Instabilita¨tsmode.
Erwa¨hnenswert ist, dass ein negativer Druckgradient sowie eine Absaugung sowohl
auf die Grundsto¨rung (TS-Wellen im inkompressiblen) als auch auf die Mack-Moden
stabilisierend wirkt. Ku¨hlung einer Gasstro¨mung stabilisiert zwar die Grundsto¨rung,
wirkt auf die Mack-Moden jedoch destabilisierend, da die Schallgeschwindigkeit an der
Wand mit der Wandtemperatur abnimmt.
3.3 Sekunda¨rinstabilita¨t
Die Theorie der Sekunda¨rinstabilita¨t beschreibt die zweite Phase des laminar/tur-
bulenten U¨bergangs bei schwach gesto¨rter Anstro¨mung. Die im vorherigen Kapitel
beschriebenen TS-Wellen sind nun soweit angefacht, dass die Grundstro¨mung makro-
skopisch vera¨ndert ist. Die Amplituden der Sto¨rungen betragen einige Prozent der
Werte der Grundstro¨mungsgro¨ßen. In diesem Stadium wird eine Wechselwirkung der
vorhandenen zwei- und dreidimensionalen Sto¨rungen beobachtet, die die Strukturen
in der Grenzschicht dreidimensional verformt.
3.3.1 Inkompressible Plattengrenzschichten
Das verwendete Konstrukt zur mathematischen Beschreibung der Sekunda¨rinstabilita¨t
a¨hnelt dem fu¨r die Prima¨rinstabilita¨t. Untersucht wird nun die Stabilita¨t der Grund-
stro¨mung u¨berlagert mit der TS-Welle einer bestimmten Amplitude und Phasenge-
schwindigkeit bezu¨glich dreidimensionaler Sto¨rungen. Dabei geht man von der Vor-
stellung aus, dass sich die Stabilita¨tseigenschaften der vera¨nderten Grundstro¨mung
grundsa¨tzlich von der unvera¨nderten unterscheiden [32, 45]. Im Vergleich zu den Glei-
chungen, die die Prima¨rinstabilita¨t beschreiben, sind nun Ableitungen in x- und z-
Richtung nicht mehr zu vernachla¨ssigen. Die dreidimensionalen Sto¨rungen werden
wieder mit einem Wellenansatz beschrieben (Gl. 3.1). Das Koordinatensystem bewegt
sich in Hauptstro¨mungsrichtung mit der Phasengeschwindigkeit cph der TS-Welle. Das
instationa¨re Stro¨mungsfeld ist damit im mitbewegten Koordinatensystem na¨herungs-
weise stationa¨r und in Hauptstro¨mungsrichtung periodisch bezu¨glich der Wellenla¨nge
der TS-Welle. Unter diesen Voraussetzungen ko¨nnen die linearisierten Erhaltungsglei-
chungen mittels Floquet Theorie in ein Eigenwertproblem u¨berfu¨hrt werden. Wie bei
der Lo¨sung der Orr-Sommerfeld Gleichung unterscheidet man nun zwischen einem
zeitlichen und einem ra¨umlichen Problem. Eine detaillierte Herleitung sowie eine Dis-
kussion der Ergebnisse sind in [32] gegeben.
Bei der inkompressiblen Sekunda¨rinstabilita¨t liefert die Lo¨sung des sich ergebenden Ei-
genwertproblems die Anfachungsrate und die Amplituden- und Phasenverteilung der
sekunda¨ren Sto¨rung. Abha¨ngig vom Verha¨ltnis der Frequenzen der prima¨ren und der
sekunda¨ren Sto¨rung unterscheidet man zwei Spezialfa¨lle:
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Abbildung 3.5: Streichlinien der Λ-Wirbel fu¨r subharmonische und fundamentale Re-
sonanz in Plattengrenzschichten [82].
• Subharmonische Resonanz: Die Frequenz der sekunda¨ren Sto¨rungen betra¨gt die
Ha¨lfte der prima¨ren Sto¨rung.
• Fundamentale Resonanz: Die Frequenz der prima¨ren und der sekunda¨ren Sto¨run-
gen sind gleich.
In Abbildung 3.5 sind Wirbelstrukturen fu¨r subharmonische und fundamentale Reso-
nanz in einer Plattengrenzschicht dargestellt. Bei fundamentaler Resonanz, die zuerst
von Klebanoff et al. (1962) [47] untersucht wurde und deshalb auch als K-Typ bezeich-
net wird, sind die Λ-Wirbel der verformten Tollmien-Schlichting Welle hintereinander
angeordnet. Bei subharmonischer Resonanz (H-Typ nach Herbert (1984) [31] oder C-
Typ nach Craik (1971) [9]) sind die aufeinander folgenden Λ-Wirbel um die halbe
Wellenla¨nge versetzt angeordnet.
Bei einer ”natu¨rlichen” Transition, wo eine Vielzahl dreidimensionaler Sto¨rungen un-
terschiedlicher Frequenzen auftritt, wird oft ein gemischtes Szenario beobachtet. Wel-
cher der beiden Resonanztypen bevorzugt angefacht wird, ist bislang nicht vollsta¨ndig
verstanden. Die sekunda¨re Stabilita¨tstheorie sagt fu¨r relativ kleine Amplituden der
Tollmien-Schlichting Wellen ein gro¨ßeres Amplitudenwachstum fu¨r die subharmoni-
sche Resonanz vorher. Fu¨r relativ große Amplituden der Tollmien-Schlichting Wellen
ist das Amplitudenwachstum fu¨r beide Resonanztypen etwa gleich. Im Experiment
erscheint die fundamentale Resonanz jedoch dominanter. Es wird vermutet, dass die
Art der Sto¨rungen in der Außen- und Anstro¨mung den bevorzugten Resonanztyp be-
einflussen [13].
Im Allgemeinen weisen die zwei- und dreidimensionalen Sto¨rungen wa¨hrend der Pri-
ma¨rinstabilita¨t unterschiedliche Phasengeschwindigkeiten auf. Bei der Sekunda¨rinsta-
bilita¨t findet eine Synchronisierung der Phasengeschwindigkeiten statt, die den Ener-
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gietransfer zwischen den prima¨ren und den sekunda¨ren Sto¨rungen begu¨nstigt [9, 32].
Die Amplifikationsfaktoren der dreidimensionalen Sto¨rung und ihrer Ho¨herharmoni-
schen sind in dieser Phase deutlich gro¨ßer als die der TS-Wellen. Eine Sa¨ttigung im
Wachstum der dreidimensionalen Komponente wird beobachtet, wenn zwei- und drei-
dimensionale Sto¨rungen eine etwa gleich große Amplitude erreichen.
3.3.2 Kompressible Plattengrenzschichten
Fu¨r kompressible Stro¨mungen wurde ebenfalls eine Theorie der Sekunda¨rinstabilita¨t
entwickelt [58, 62]. Fu¨r das Modell der zeitlichen Anfachung lassen sich die Stabilita¨ts-
gleichungen analog zum Unterschall auf ein Eigenwertproblem reduzieren. Untersucht
wurde vorwiegend die subharmonische Resonanz [59, 60]. Fu¨r einige Fa¨lle wurde eine
gute U¨bereinstimmung zwischen theoretischen und numerischen Ergebnissen (DNS)
festgestellt [95]. Andere Arbeiten lassen jedoch Zweifel an der Allgemeingu¨ltigkeit des
Ansatzes aufkommen [25]. Im Vergleich zur inkompressiblen Stro¨mung existiert noch
keine allgemeine, kompressible, sekunda¨re Stabilita¨tstheorie.
3.4 Zusammenbruch
Als Zusammenbruch wird das spa¨te Stadium der Transition bezeichnet, bei der die
harmonischen Schwankungen in zunehmend stochastische u¨bergehen. Bei niedrigen
Turbulenzgraden der Anstro¨mung wird der Zusammenbruch in der Grenzschicht u¨ber
eine, im Vergleich zur Entwicklung der Prima¨r- und Sekunda¨rinstabilita¨t, kurze Ent-
fernung vollzogen. Die dreidimensionalen Sto¨rungen in der Grenzschicht sind dabei
soweit angefacht, dass eine makroskopische Verformung der TS-Wellen zu Λ-Wirbeln
beobachtet wird. Die Entwicklung des Λ-Wirbels beim Transport stromab ist nach
Hinze (1975) [39] in Abbildung 3.6 schematisch dargestellt. Der Λ-Wirbel befindet
sich zuna¨chst etwa parallel zur Wand im unteren Grenzschichtbereich. An der Spitze
entsteht eine starke Scherung. Aufgrund der Eigeninduktion entfernt sich die Spitze
des Wirbels von der Wand und wird stark verformt. Es bildet sich ein Ω-fo¨rmiger
Wirbel, der in Spannweitenrichtung orientiert ist und sich normal zur Wandoberfla¨che
ausrichtet. Der Λ-Wirbel wird dadurch desintegriert. Der Ω-fo¨rmige Wirbel befindet
sich außerhalb der viskosen Unterschicht und initiiert weitere, kleinskalige Strukturen,
die die turbulente Kaskade bilden (s. [12] und Abbildung 3.6). Die ”Beine” des Λ-
Wirbels befinden sich im unteren Grenzschichtbereich parallel zur Wand und werden
bei der Bewegung stromab zunehmend in Hauptstro¨mungsrichtung ausgerichtet.
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Abbildung 3.6: Entwicklung des Λ-Wirbels in einer Plattengrenzschicht [39].
Kapitel 4
Druckwellen im Transschall
Die Erforschung von instationa¨ren Druckpha¨nomenen im Transschall an umstro¨mten
Ko¨rpern bescha¨ftigt die Wissenschaften bereits seit den fu¨nfziger Jahren des letzten
Jahrhunderts. Obwohl im Transschall die Geschwindigkeit der Anstro¨mung kleiner als
die Schallgeschwindigkeit ist, ko¨nnen sich abha¨ngig von der Ko¨rperkontur und dem
Anstellwinkel lokale U¨berschallgebiete ausbilden, die im Allgemeinen durch Verdich-
tungssto¨ße abgeschlossen werden. Die Stabilita¨t der Lage der Verdichtungssto¨ße ha¨ngt
stark von der Profilgeometrie, dem Grenzschichtzustand sowie den Anstro¨mbedingun-
gen ab. Im instabilen Bereich wandert der Verdichtungsstoß auf der Profiloberfla¨che
und verursacht damit instationa¨re aerodynamische Lasten, die die Struktur anregen
ko¨nnen. Das Pha¨nomen der instationa¨ren Stoßoszillation wird in der Fachliteratur
”Buffet” genannt. In Abbildung 4.1 ist fu¨r ein gegebenes Profil in der Parametere-
bene Auftriebskoeffizient-Anstro¨mmachzahl exemplarisch die Buffet-Grenze sowie der
maximale Auftriebskoeffizient cL,max eingezeichnet. Der maximale Auftriebskoeffizient
nimmt zuna¨chst mit der Anstro¨mmachzahl ab. Wenn die Anstro¨mgeschwindigkeit in
etwa der Schallgeschwindigkeit entspricht, wird ein Minimum erreicht, das als ”trans-
sonische Delle” bezeichnet wird. Danach nimmt der Auftriebskoeffizient wieder zu. Die
Kurve fu¨r den maximalen Auftriebskoeffizienten und die Buffet-Grenze decken sich na-
hezu fu¨r einen transsonischen Anstro¨mungszustand.
Die Forderung der Luftfahrtindustrie nach zunehmend gro¨ßerer Reisegeschwindigkeit
ist damit durch einen notwendigen Mindestauftriebskoeffizienten und einen Sicherheits-
abstand zur Buffet-Grenze limitiert. Einerseits kann durch eine gezielte Profilgebung
der Einbruch des Maximalauftriebs und das Einsetzen des Buffets zu ho¨heren subsoni-
schen Anstro¨mmachzahlen verschoben werden. Zudem wird hierdurch eine Reduktion
des stoßinduzierten Widerstandes erzielt. Diese Profile werden superkritische Profile
genannt und verzo¨gern im Design-Punkt die Stro¨mung in den lokalen U¨berschallgebie-
ten zur Hinterkante mittels isentroper Kompression. Andererseits werden Ursachen und
Mechanismen untersucht, die zu instationa¨ren Druckoszillationen an Ko¨rpern fu¨hren,
so dass zunehmend genauere Verfahren zur Bestimmung der Buffet-Grenze sowie der
Buffet-Charakteristik entwickelt werden. Einige Maßnahmen zur Reduktion der Stoß-
schwingungen wurden bereits unter Laborbedingungen erfolgreich getestet (z.B. im
EUROSHOCK Projekt [92], [93]). Trotzdem sind viele Mechanismen und Interaktio-
nen noch nicht vollsta¨ndig verstanden.
Eine der ersten systematischen, experimentellen Untersuchungen zu Stoßschwingun-
gen an umstro¨mten Ko¨rpern im Transschall wurden von Tijdemann [96] durchgefu¨hrt.
U¨ber sinusfo¨rmige Klappen- oder Ko¨rperoszillationen wurde das Stro¨mungsfeld ange-
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Abbildung 4.1: Maximaler Auftriebskoeffizient und die Buffet-Grenze als Funktion der
Anstro¨mmachzahl [91].
Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Druckwellenausbreitung im Transschall
[89].
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regt. Abha¨ngig von der Anregungsamplitude wurden von Tijdemann drei Arten der
Stoßschwingung unterschieden:
• Typ I: Die Bewegung des Verdichtungsstoßes ist harmonisch. Die Amplitude der
Stoßschwingung ist relativ gering.
• Typ II: Der Verdichtungsstoß baut sich auf, wandert zur Profilnase und ver-
schwindet wa¨hrend der Bewegung stromauf. Die Position des Verdichtungsstoßes
auf dem Profil, u¨ber der Zeit dargestellt, zeigt einen ausgepra¨gten Sprung.
• Typ III: Die Anregung ist so stark, dass mehrere Verdichtungssto¨ße beobach-
tet werden. Diese wandern stromauf und werden zwar schwa¨cher, verschwinden
jedoch nicht, sondern breiten sich weiter in die Anstro¨mung aus.
Einige Jahre zuvor stellte Pearcey [68] seine Ergebnisse zum Einfluss der Stoß/Grenz-
schicht Interaktion auf das Ablo¨severhalten von Grenzschichten an Profilen vor. In
Abha¨ngigkeit von der Profilkontur unterscheidet Pearcey grundsa¨tzlich zwei Arten
von stoßinduzierten Ablo¨sungen:
1. Eine unter dem Verdichtungsstoß entstehende Ablo¨seblase dehnt sich mit zuneh-
mender Machzahl und Stoßsta¨rke bis zur Hinterkante aus.
2. Eine vorhandene Hinterkantenablo¨sung nimmt mit zunehmender Machzahl und
Stoßsta¨rke zu und breitet sich bis zum Verdichtungsstoß aus.
Bereits Tijdemann vermutete, dass die Charakteristiken der Stoßoszillation stark vom
Grenzschichtzustand abha¨ngen. In den folgenden experimentellen und theoretischen
Arbeiten zum Buffet [14], [84], [53], [51] wurde dieser Ansatz besta¨tigt und weiter-
entwickelt. Abha¨ngig von der Profilgeometrie und Anstro¨mung treten unterschiedliche
Arten der stoßinduzierten Ablo¨sung auf. Zudem werden schwache Druckwellen beob-
achtet, die an der Hinterkante entstehen und sich stromauf ausbreiten. Diese werden
sowohl auf der Profilober- als auch -unterseite detektiert und transportieren Informa-
tionen u¨ber die momentane Zirkulation am Ko¨rper durch den reibungsfreien Bereich
der Stro¨mung [96], weshalb sie von Tijdemann ”Kutta” Wellen bezeichnet werden.
Der Informationsaustausch zwischen der Hinterkante, dem Staupunkt und dem Ver-
dichtungsstoß mittels Druckwellen ist ein wesentlicher Bestandteil aktueller Buffet-
Theorien. Dieser ist in Abbildung 4.2 nach Soda [89] skizziert. Passive Maßnahmen
zur Reduktion der Stoßschwingungen manipulieren diesen in geeigneter Art und Wei-
se [14], [18]. Die charakteristische Zeit der Informationsausbreitung kann mit einem
Verfahren nach Lee [51] abgescha¨tzt werden. Dabei wird angenommen, dass die strom-
auf laufenden Druckwellen akustische Wellen sind, die sich relativ zur Stro¨mung mit
der Schallgeschwindigkeit ausbreiten. Die Entstehungsmechanismen der Druckwellen
und ihre Interaktion miteinander sowie mit der Stro¨mung ist im Einzelnen noch nicht
vollsta¨ndig verstanden.
Im Rahmen des SFB 401 ”Stro¨mungsbeeinflussung und Stro¨mungs-Struktur-Wechsel-
wirkung an Tragflu¨geln” wurden am SWL der RWTH Aachen Untersuchungen zu
stromauf laufenden Druckwellen an einem superkritischen BAC 3-11 Profil durch-
gefu¨hrt (s. Abbildung 4.3). Die Anstro¨m-Machzahl lag dabei weit unterhalb der Buffet-
Onset Grenze. Trotzdem wurden im Bereich um die kritische Machzahl, bei der sich
ein schwaches U¨berschallgebiet ausbildet, starke Instationarita¨ten der Stro¨mung beob-
achtet. In [1], [2], [34] und [37] sind Ergebnisse der numerischen und experimentellen
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a)
b)
c)
Abbildung 4.3: Momentane Schlierenaufnahmen der Stro¨mung am BAC 3-11 Profil
bei Ma∞ = 0, 71, Rec = 3 · 106 und α = 0◦: a) Experiment; b) num. Simulation
(3D) gemittelt in Spannweitenrichtung; c) num. Simulation (3D) in einer Schnittebene
z˜/c˜ = 0, 5.
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Untersuchung der transsonischen Stro¨mung um das superkritische BAC 3-11 Profil bei
Ma∞ = 0, 65−0, 8, Rec ≈ 1 ·105−1 ·106 und ohne Anstellung α = 0◦ pra¨sentiert. Dis-
kutiert werden dort die unterschiedlichen Mechanismen der Druckwellenentstehung,
ihre Ausbreitung sowie ihre Interaktion untereinander und mit der Stro¨mung. Drei
Machzahlbereiche mit deutlich unterschiedlichem Verhalten der stromauf laufenden
Druckwellen werden differenziert. Bei unterkritischen Machzahlen Ma∞ ≈ 0, 65−0, 70
sind die Wirbel/Hinterkanten Interaktionen und Nachlauffluktuationen eine dominante
Quelle der Druckwellen. Diese entstehen hierbei in der Hinterkantenna¨he und breiten
sich in alle Richtungen aus. Der stromauf laufende Anteil bewegt sich im Transschall
gegen eine hohe Anstro¨mgeschwindigkeit. Die absolute Geschwindigkeit der stromauf
laufenden Druckwelle ist in erster Na¨herung gleich der Schallgeschwindigkeit minus der
lokalen Geschwindigkeit normal zur Ausbreitungsfront. Die Wellenla¨nge des stromauf
laufenden Anteils der Druckwelle ist damit deutlich kleiner als die des stromab laufen-
den Teils und kann mittels Schlieren- und Schattenverfahren gut visualisiert werden
(s. Abbildung 4.3). Außerdem steilt sich die Druckwelle mit zunehmender Entfernung
vom Entstehungsort auf und ein Verdichtungsstoß bildet sich aus (s. Abschnitt 5.1.2).
Im niedrigen Unterschall ist die dafu¨r notwendige Laufla¨nge deutlich gro¨ßer als die
Sehnenla¨nge, so dass die nichtlinearen Effekte nicht beobachtet werden. Mit zuneh-
mender Anstro¨mmachzahl nimmt die zur Stoßformierung notwendige Laufla¨nge ab.
Im untersuchten Machzahlbereich (Ma∞ = 0, 65−0, 8) steilt sich die stromauf laufen-
de Kompressionswelle bereits ab einer Entfernung von einigen Prozent der Sehnenla¨nge
zu einem Stoß auf. Die stromauf laufenden Druckwellen sind dann schwache Verdich-
tungssto¨ße gefolgt von jeweils einer Expansionswelle.
Eine weitere Beobachtung ist, dass die Frequenz der stromauf laufenden Druckschwan-
kungen mit der Entfernung von der Hinterkante abnimmt. In Hinterkantenna¨he treten
dominante Druckschwankungen von der Frequenz der gro¨ßten Wirbel in der Grenz-
schicht auf. Da die Amplituden der einzelnen Druckwellen unterschiedlich hoch sind,
bildet sich eine Serie stromauf laufender Verdichtungssto¨ße unterschiedlicher Sta¨rken
aus. Bei weiterer Bewegung stromauf, holen die sta¨rkeren Verdichtungssto¨ße die schwa¨-
cheren ein und verschmelzen mit diesen.
Im unterkritischen Machzahlbereich sind die Druckwellen von kleiner Amplitude
und laufen ohne wesentliche Interaktion mit der Stro¨mung zur Profilvorderkante hin
(s. Abbildung 4.4 a)). Im Bereich der kritischen Anstro¨mung Ma∞ ≈ 0, 71 − 0, 73
entstehen die Druckwellen ebenfalls vorwiegend an der Hinterkante durch eine Wir-
bel/Hinterkanten Interaktion. Die Stro¨mung weist nun Gebiete lokalen U¨berschalls
auf, die mit einem schwachen Verdichtungsstoß abgeschlossen werden. Eine starke In-
teraktion der stromauf laufenden Druckwellen und des Stoßgebietes wird beobachtet
(s. Abbildung 4.4 b)). Im Folgenden werden Ergebnisse einer numerischen Simulation
der dreidimensionalen Stro¨mung in diesem Machzahlbereich detailliert diskutiert. Be-
reits der Vergleich der numerischen Ergebnisse der zweidimensionalen Simulation mit
den Ergebnissen nach Lee [51] zeigen, dass die Druckwellen pha¨nomenologisch rich-
tig beschrieben werden. Die Orientierung der Druckwellenfronten entspricht qualitativ
den Ergebnissen nach Lee, der die Stro¨mung um das NACA 0012 Profil untersucht
hat. Bei noch ho¨heren Machzahlen (Ma∞ ≈ 0, 75 − 0, 8) ist das U¨berschallgebiet am
Profil stark ausgepra¨gt und wird von einem starken Verdichtungsstoß abgeschlossen
(s. Abbildung 4.4 c)). Der Einfluss der von der Hinterkante ausgehenden Druckwel-
len auf die instationa¨re Bewegung des Verdichtungsstoßes ist gering, da anders als
beim Buffet keine massive Ablo¨sung der Grenzschicht vorliegt. Dominanter sind da-
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a)
b)
c)
Abbildung 4.4: Momentane Schlierenaufnahmen der zweidimensionalen BAC 3-11 Pro-
filumstro¨mung bei Rec = 2 · 106 und α = 0◦; a) Ma∞ = 0, 69; b) Ma∞ = 0, 73; c)
Ma∞ = 0, 76.
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gegen Druckwellen, die aufgrund der Stoß/Grenzschicht Interaktionen im Stoßbereich
generiert werden. Diese entstehen einerseits durch Wirbel/Wirbel, andererseits durch
Wirbel/Stoß Interaktionen. Bei der Wirbel/Stoß Interaktion passiert ein Wirbel eine
Stoßwelle, verformt diese instationa¨r und erzeugt eine Druckwelle stromab des Stoßes.
Eine pha¨nomenologische Untersuchung der Wirbel/Stoß Interaktion ist z.B. in [33]
gegeben. Bei der Wirbel/Wirbel Interaktion werden einzelne Wirbel aus den wand-
nahen Grenzschichtbereichen in Bereiche mit ho¨herer Geschwindigkeit transportiert.
Auf der wandabgewandten Wirbelseite wird die Stro¨mung beschleunigt und kann lokal
einen U¨berschallzustand erreichen. Die lokalen U¨berschallgebiete werden durch Ver-
dichtungssto¨ße abgeschlossen, die instationa¨r den Wirbeln folgen. Zudem wird festge-
stellt, dass das Wellenpha¨nomen im untersuchten Bereich eine geringe Abha¨ngigkeit
von der Reynoldszahl zeigt.
Im Folgenden werden experimentelle und numerische Ergebnisse fu¨r eine Stro¨mung
um das superkritische BAC 3-11 Profil mit Ma∞ = 0, 71, Rec = 3 · 106 und α = 0◦
verglichen. Eine detaillierte Beschreibung der Ergebnisse, die hier zusammenfassend
pra¨sentiert wird, findet sich in [37]. Die numerische Simulation der dreidimensionalen
Stro¨mung wurde auf einem Gitter mit 1280 x 130 x 128 Punkten in Hauptstro¨mungs-,
Wandnormalen- und Spannweitenrichtung durchgefu¨hrt. Die turbulente Grenzschicht
ist mit etwa 60 Gitterpunkten in Wandnormalenrichtung aufgelo¨st. Weder die Transi-
tion noch die Turbulenz werden modelliert. Die Stro¨mung wird somit direkt simuliert,
wobei die ra¨umliche Auflo¨sung derjenigen einer typischen LES (Large Eddy Simula-
tion) entspricht. Das heißt, dass nur die großen, energiereichen Wirbel innerhalb der
turbulenten Grenzschicht aufgelo¨st werden. Die primitiven Gro¨ßen des instationa¨ren
Stro¨mungsfelds werden fu¨r eine dimensionslose Zeit von t = (t˜u˜∞)/c˜ = 7, 14 mit ei-
ner zeitlichen Auflo¨sung von Δt = 7 · 10−3 gespeichert und analysiert. Dies entspricht
etwa einer Gesamtzeit von zwei Millisekunden fu¨r u˜∞ = 285m/s (T˜∞ = 400 K) und
c˜ = 0, 08 m. In der Abbildung 4.5 a) ist der zeitlich gemittelte Druckbeiwert cp auf der
Profilober- und -unterseite dargestellt. Außerdem ist der kritische Druckbeiwert cp,krit
fu¨r diese Anstro¨mmachzahl eingezeichnet. Die zeitlich gemittelte Stro¨mung auf der
Profiloberseite ist etwa kritisch, wobei die U¨bereinstimmung zwischen den experimen-
tellen [2] und numerischen Ergebnissen gut ist. Die Stro¨mung weist starke Instationa-
rita¨ten auf (s. Abbildung 4.7). In Abbildung 4.5 b) ist die Standardabweichung der
Druckfluktuationen auf der Profiloberseite dargestellt. Die Standardabweichung σ(p)
ist ein Maß fu¨r eine mittlere Abweichung des Drucksignals von seinem Mittelwert. So-
mit kann die Standardabweichung als eine mittlere Amplitude der Druckschwankungen
in einem Messpunkt (fu¨r alle Frequenzen) interpretiert werden. Die Standardabwei-
chung nimmt von der Vorderkante zur Profilmitte zu. Im Bereich der maximalen Pro-
fildicke wird ein ausgepra¨gtes Maximum von 4,5% des Umgebungsdrucks p˜∞ = 3, 186
bar beobachtet. Zur Hinterkante hin nimmt die mittlere Druckamplitude wieder ab.
Die qualitative U¨bereinstimmung zwischen experimentellen und numerischen Ergeb-
nissen ist gut. Die Ho¨he des Maximums stimmt u¨berein. Die Lage des Maximums
wird in den numerischen Ergebnissen etwas stromauf wiedergegeben. Die Abbildun-
gen 4.5 c) und d) zeigen die Amplitudenverteilung des Drucks auf der Profiloberseite
u¨ber der Frequenz dargestellt. Zwei dominante Frequenzen von etwa 1,0 und 1,5 Ki-
lohertz werden im Experiment zwischen x˜/c˜ = 0, 31 und x˜/c˜ = 0, 66 bestimmt. Auch
die numerischen Ergebnisse liefern eine dominante Frequenz von etwa 1 kHz. Die zwei-
te Frequenz wird aufgrund der kurzen Simulationszeit und der damit verbundenen
beschra¨nkten Frequenzauflo¨sung nicht wiedergegeben. Die Amplitudenverteilung wird
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Abbildung 4.5: BAC 3-11 Profilumstro¨mung bei Ma∞ = 0, 71, Rec = 3 · 106 und
α = 0◦. Ergebnisse der statistischen Auswertung der Druckschriebe: a) zeitlich gemit-
telter Druckbeiwert cp; b) Standardabweichung σ; c) experimentelle und d) numeri-
sche Amplitudenverteilung; e) Wellengeschwindigkeit relativ zum Profil. Experimen-
telle Daten aus [2]
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numerisch qualitativ und quantitativ richtig wiedergegeben. Zudem decken sich die
Verla¨ufe der Amplitude und der Standardabweichung fu¨r Frequenzen von ca. 1 kHz
u¨ber der Position auf dem Profil. Eine Fourieranalyse der numerischen Wanddruck-
schriebe in Hinterkantenna¨he zeigt ein breites Spektrum an dominanten Frequenzen
zwischen 15 und 40 kHz und entspricht einem typischen Verlauf einer turbulenten
Grenzschicht.
Weiterhin wird festgestellt, dass die Geschwindigkeit der stromauf laufenden Druck-
wellen relativ zum Profil von der Hinterkante bis zum Bereich der maximalen Profil-
dicke abnimmt und dort ein Minimum aufweist (s. Abbildung 4.5 e)). Die Geschwin-
digkeit der stromauf laufenden Druckwellen wird mittels Kreuzkorrelation der Druck-
schriebe ermittelt. Die experimentell und numerisch bestimmten Wellengeschwindig-
keiten stimmen qualitativ gut u¨berein. Die quantitative U¨bereinstimmung ist ebenfalls
gut unter der Beru¨cksichtigung der Tatsache, dass die Wellengeschwindigkeit stark von
der lokalen Stro¨mungsgeschwindigkeit abha¨ngt. Die beobachtete Abweichung in den
Wellengeschwindigkeiten von 15 m/s wu¨rde beispielweise durch einen Fehler bei der
Bestimmung der Anstro¨mmachzahl von 3% verursacht werden. Auch die Zunahme der
Wellengeschwindigkeiten stromauf von der Position der maximalen Dicke wird auf eine
geringere lokale Stro¨mungsgeschwindigkeit zuru¨ckgefu¨hrt, da im Gegensatz dazu die
Druckwellenamplitude zur Vorderkante hin abnimmt (s. Abbildung 4.5 b)). Die Un-
terschiede zwischen den experimentellen und numerischen Ergebnissen (Standardab-
weichung und Wellengeschwindigkeit) lassen vermuten, dass die tatsa¨chliche Machzahl
im Experiment geringfu¨gig gro¨ßer ist als in der numerischen Simulation.
Die bislang verglichenen statistischen Gro¨ßen des Drucks am Profil stimmen gut zwi-
schen dem Experiment und der numerischen Simulation u¨berein. Im Folgenden wird
die instationa¨re Stro¨mungstopologie untersucht. Hierzu werden die zeitlich hochauf-
gelo¨sten Schlierenaufnahmen des Experiments mit den numerisch erzielten Ergebnissen
qualitativ verglichen. Da die Druckwellen aufgrund der Interaktion von Wirbeln in der
turbulenten Grenzschicht mit der Hinterkante generiert werden, sind diese in der Hin-
terkantenna¨he dreidimensional. Bei der Bewegung stromauf bildet sich zunehmend eine
in Spannweitenrichtung orientierte Wellenfront aus. In der Abbildung 4.3 ist der in-
stationa¨re Gradient der Dichte zum gleichen Zeitpunkt in c) fu¨r eine Schnittebene bei
z˜/c˜ = 0, 5 und in b) u¨ber die Spannweite gemittelt dargestellt. Die zweite Darstellung
ist einer experimentellen Visualisierung mittels Schlieren nachempfunden. Wa¨hrend in
Abbildung 4.3 c) die Druckwellen an der Hinterkante deutlich erkennbar sind, sind die-
se bei der zweiten Darstellung verschmiert und fast unkenntlich. Von der Vorderkante
bis zur Stelle der maximalen Profildicke sind beide Darstellungen dagegen kongruent.
Im hinteren Profilbereich bis zur Profilmitte findet also ein selbstorganisiertes Aus-
richten der Druckwellen in Spannweitenrichtung statt (vergl. auch [37]). Zudem liefert
der Vergleich der Darstellungen eine weitere Erkla¨rung, warum in den experimentellen
Schlierenaufnahmen von umstro¨mten Ko¨rpern mit scharfen Hinterkanten die Druck-
wellen erst ab einer gewissen Entfernung von der Hinterkante beobachtet werden.
In der Abbildung 4.6 sind links die experimentelle und rechts die numerische Sequenz
der Schlierenaufnahmen der instationa¨ren Stro¨mung jeweils zum gleichen Zeitpunkt
dargestellt. Der Zeitpunkt t˜1 ist so gewa¨hlt, dass im Bereich der Profilmitte ein Ver-
dichtungsstoß beobachtet wird. Zur Bestimmung der dimensionsbehafteten Zeit in der
numerischen Simulation ist u˜∞ = 285 m/s (T˜∞ = 400 K) und c˜ = 0, 08 m angenom-
men.
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a)
b)
c)
Abbildung 4.6: Momentane Schlierenaufnahmen bei Ma∞ = 0, 71, Rec = 3 · 106
und α = 0◦. Links: Experiment; Rechts: num. Simulation (3D) integriert in Spannwei-
tenrichtung zu Zeitpunkten: a) t˜1; b) t˜3 = t˜1 + 0, 42 ms; c) t˜4 = t˜1 + 0, 59 ms.
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Die Dynamik der Stoßbewegung kann in folgende drei Phasen unterteilt werden:
• Ausbildung eines Verdichtungsstoßes durch Verdichtung von Druckwellen im Be-
reich der maximalen Profildicke (s. Abbildung 4.6, t˜1)
• Bewegung des Verdichtungsstoßes stromauf bei gleichzeitiger Abnahme der Stoß-
sta¨rke (s. Abbildung 4.6, t˜3)
• Degeneration und Verschwinden des Verdichtungsstoßes in Vorderkantenna¨he bei
gleichzeitiger Verdichtung von Druckwellen im Bereich der maximalen Profildicke
(s. Abbildung 4.6, t˜4)
Der qualitative Vergleich der Druckwellentopologie zwischen Experiment und numeri-
scher Simulation besta¨tigt eine gute U¨bereinstimmung beider Ergebnisse. Die Dynamik
der Stoßwellenentstehung und -ausbreitung wird numerisch qualitativ richtig wieder-
gegeben. Die Phasen der Stoßoszillation entsprechen den Beobachtungen beim Buffet
(Typ II nach Tijdemann) [89, 14, 51]. Der Hauptunterschied zum Buffet ist eine relativ
schwache Stoß/Grenzschicht Wechselwirkung. Beim Buffet ist der Verdichtungsstoß
um ein Vielfaches sta¨rker und verursacht eine massive instationa¨re Ablo¨sung. Diese
bedingt eine starke A¨nderung des Auftriebs sowie des Widerstandes. Fu¨r den hier un-
tersuchten Fall wird weder im Experiment noch in den Ergebnissen der numerischen
Simulation massive Ablo¨sung beobachtet. Vielmehr ist der kritische Stro¨mungszustand
instabil bezu¨glich schwacher Drucksto¨rungen. Wird am Profil lokal der kritische Zu-
stand erreicht, beschleunigt die Stro¨mung stromab der Profilmitte aufgrund einer zu-
nehmenden Fla¨che zuna¨chst weiter (a¨hnlich einer Du¨senstro¨mung). Es bildet sich ein
U¨berschallgebiet aus, das zeitlich gemittelt jedoch nicht aufrechterhalten werden kann.
Der nachfolgende Prozess beinhaltet einen Informationsaustausch zwischen Vorder-
und Hinterkante und kann zur resonanten Oszillation des Verdichtungsstoßes fu¨hren,
wie es hier beobachtet wird.
Neben der Stro¨mungsvisualisierung mittels Schatten- bzw. Schlierenverfahren und den
Druckmessungen wurde experimentell der laminar/turbulente U¨bergang mittels Infra-
rotthermographie und CTA (Constant Temperature Anenometry) detektiert [3]. Durch
eine statistische Analyse der Schriebe der Heißfilmfolie sowie durch eine Infrarotauf-
nahme der Profiloberfla¨che pro Versuch wurde die zeitlich gemittelte Transitionslage
fu¨r die gegebenen Anstro¨mparameter im Bereich x˜/c˜ ≈ 0, 6 lokalisiert. Die zeitlich ge-
mittelte Transitionslage liegt in den Ergebnissen der numerischen Simulation ebenfalls
bei x˜/c˜ ≈ 0, 6, jedoch bewegt sich diese leicht. In Abbildung 4.7 ist der Betrag des
momentanen Dichtegradienten auf der Profiloberfla¨che sowie in der Ebene z˜/c˜ = 0
dargestellt. Diese Darstellung erlaubt eine simultane Visualisierung des instationa¨ren
Verdichtungsstoßes und der Druckwellen sowie des Abdrucks der Wirbel auf der Pro-
filoberfla¨che. Somit kann der Einfluss der Lage des instationa¨ren Verdichtungsstoßes
auf die Transition sichtbar gemacht werden. Zudem ist in der Abbildung 4.8 der mo-
mentane Druckbeiwert cp fu¨r die gegebenen Zeitpunkte (t˜1 bis t˜4) dargestellt.
Zum Zeitpunkt t˜1 befindet sich der Verdichtungsstoß etwas stromab der Position
der maximalen Profildicke. Dieser Zeitpunkt ist identisch zur Abbildung 4.6 gewa¨hlt.
Die Grenzschicht ist stromauf des Stoßes laminar, wa¨hrend stromab dreidimensionale
Wirbelstrukturen beobachtet werden. Aufgrund der geringen Amplitude der a¨ußeren
Sto¨rungen wird ein Transitionsszenario erwartet, bei dem zuna¨chst die Prima¨r- und
dann die Sekunda¨rinstabilita¨t angeregt wird (entspr. Pfad A in Abbildung 3.2). Der
negative Druckgradient, der von der Vorderkante bis zum Verdichtungsstoß wirkt,
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a) b)
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Abbildung 4.7: Momentane numerische Schlierenaufnahmen der BAC 3-11 Profilum-
stro¨mung mit Ma∞ = 0, 71, Rec = 3 · 106 und α = 0◦ fu¨r die Zeitpunkte: a) t˜1; b)
t˜2 = t˜1 + 0, 21 ms; c) t˜3 = t˜1 + 0, 42 ms; d) t˜4 = t˜1 + 0, 59 ms.
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Abbildung 4.8: Momentane Verteilung des Druckbeiwerts cp in der Ebene z˜/c˜ = 0.
BAC 3-11 Profil, Ma∞ = 0.71, Rec = 3 · 106 und α = 0◦.
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da¨mpft dabei die Entwicklung der TS-Wellen, wa¨hrend der positive Druckgradient
durch die Profilform (kontinuierliche Verzo¨gerung zur Hinterkante) oder u¨ber einen
Verdichtungsstoß die Grenzschicht destabilisiert und die Transition beschleunigt. Zum
Zeitpunkt t˜1 findet der laminar/turbulente U¨bergang im Bereich der Profilmitte statt.
Dort wirkt ein relativ starker Verdichtungsstoß und die Grenzschicht schla¨gt u¨ber eine
kurze Distanz um. Die cp Verteilung zum Zeitpunkt t˜1 weist ein lokales U¨berschallgebiet
vor dem Verdichtungsstoß aus. Außerdem werden im Bereich des laminar/turbulenten
U¨bergangs starke Fluktuationen des Druckbeiwertes beobachtet. Die Amplitude der
Fluktuationen nimmt stromab in der turbulenten Grenzschicht wieder ab. Diese Beob-
achtung deckt sich mit experimentellen Kriterien zur Bestimmung der Transition im
Transschall, wo die Varianz des Druckbeiwertes im Bereich der Transition ein Maxi-
mum annimmt [5].
Zum Zeitpunkt t˜2 = t˜1 + 0, 21 ms hat sich der Verdichtungsstoß um etwa 5% der
Profiltiefe stromauf (in das U¨berschallgebiet hinein) bewegt. Die Bewegung des Ver-
dichtungsstoßes wird im Allgemeinen damit erkla¨rt, dass der Drucksprung u¨ber den
Stoß zu groß im Vergleich zur lokalen Anstro¨mmachzahl unmittelbar vor dem Stoß ist.
Die Vorstoßmachzahl wird durch eine Bewegung des Verdichtungsstoßes entgegen der
Stro¨mungsrichtung angepasst. Im Vergleich zum Zeitpunkt t˜1 ist die Stoßsta¨rke zum
Zeitpunkt t˜2 kleiner. Die Topologie eines λ-fo¨rmigen Stoßes bleibt erhalten. Der Tran-
sitionsbeginn ist ebenfalls leicht stromauf verschoben, wobei die Grenzschicht schnell
umschla¨gt.
Fu¨r t˜3 = t˜1 + 0, 42 ms ist der Verdichtungsstoß nahezu senkrecht und befindet sich
bei x˜/c˜ ≈ 0, 4. Obwohl der schra¨ge Teil eines λ-Stoßes in den Schlieren nicht mehr
sichtbar ist, la¨sst sich im Verlauf des Druckbeiwerts eine Vorkompression vor dem
Stoß erkennen. Die Stoßsta¨rke, definiert u¨ber den Drucksprung im cp Verlauf, nimmt
weiter ab, wobei hinter dem Verdichtungsstoß die Stro¨mung zur Profilmitte hin wieder
beschleunigt. Der kritische Zustand wird jedoch nicht erreicht, so dass die Stro¨mung
auf dem gesamten Profil im Unterschall ist. Die Grenzschicht unmittelbar stromab des
Verdichtungsstoßes ist nun nicht mehr turbulent und von dreidimensionalen Wirbeln
dominiert. In den Schlierenaufnahmen lassen sich dort vorwiegend zweidimensionale,
in Spannweitenrichtung orientierte Strukturen erkennen, diese werden jedoch durch
eine Beschleunigung der Stro¨mung zur Profilmitte geda¨mpft. Erst stromab der maxi-
malen Dicke bei x˜/c˜ ≈ 0, 62 bilden sich zunehmend dreidimensionale Wirbel aus, die
ra¨umlich zufa¨llig verteilt scheinen. Der laminar/turbulente U¨bergang findet dabei im
Vergleich zu den Zeitpunkten t˜1 und t˜2 weiter stromab statt.
Zum Zeitpunkt t˜4 = t˜1+0, 59 ms befindet sich der nun sehr schwache Verdichtungsstoß
bei etwa x˜/c˜ ≈ 0, 25. Hinter dem Stoß beschleunigt die Stro¨mung wieder und erreicht
an der Stelle der maximalen Profildicke fast den kritischen Zustand. Die Druckwellen
verdichten sich dort, wobei noch kein Verdichtungsstoß festgestellt wird. Auch zu die-
sem Zeitpunkt sind unmittelbar stromab des Stoßes Fluktuationen in der Grenzschicht
erkennbar. Diese werden zur Profilmitte hin gro¨ßtenteils weggeda¨mpft. Die Transition
wird bei x˜/c˜ ≈ 0, 65 detektiert. Im Vergleich zum Zeitpunkt t˜3 schla¨gt die Grenz-
schicht zwar weiter stromab um, der laminar/turbulente U¨bergang findet jedoch auf
einer ra¨umlich ku¨rzeren Distanz statt.
In der Abbildung 4.9 ist der Betrag des momentanen Dichtegradienten fu¨r die Zeit-
punkte t˜5 = t˜1 + 0, 85 ms und t˜6 = t˜5 + 0, 02 ms dargestellt. Der stromauf laufende
Verdichtungsstoß hat die Vorderkante des Profils bereits passiert. Da seine Sta¨rke mit
der Laufla¨nge abnimmt, wird eine schwache Wechselwirkung mit der Vorderkante und
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a) b)
Abbildung 4.9: Momentane numerische Schlierenaufnahmen der BAC 3-11 Profilum-
stro¨mung mit Ma∞ = 0, 71, Rec = 3 · 106 und α = 0◦ fu¨r die Zeitpunkte: a)
t˜5 = t˜1 + 0, 85 ms; b) t˜6 = t˜5 + 0, 02 ms.
dem Staupunkt beobachtet. Diese verursacht eine Sto¨rung, die sich stromab bewegt.
Im Vergleich zu den stromauf laufenden Druckwellen bewegt sich diese Sto¨rung nur
innerhalb der Grenzschicht. Wenn die Sto¨rung den Bereich der laminar/turbulenten
Transition bei etwa x˜/c˜ ≈ 0, 6 erreicht, wird eine starke Interaktion beobachtet, die
den Transitionsu¨bergang stark anfacht. Zudem hat sich zum Zeitpunkt t˜5 im Bereich
der Profilmitte bereits ein neuer Verdichtungsstoß ausgebildet.
4.1 Druckwellen und Transition am Profil
In vielen der zitierten Vero¨ffentlichungen wird die Vermutung gea¨ußert, dass stromauf
laufende Druckwellen sich auf die natu¨rliche Transition am Profil auswirken mu¨ssen.
Diese Vermutung wird durch die Ergebnisse der dreidimensionalen Simulation am BAC
3-11 Profil besta¨tigt, wobei die instationa¨re Bewegung der Transitionsfront relativ ge-
ring ist. Der Einfluss der Druckwellen la¨sst sich an dieser Konfiguration nicht quan-
titativ untersuchen, da die natu¨rlich vorhandenen Druckwellen nicht systematisch in
ihrer Frequenz und Amplitude variiert werden ko¨nnen. Zudem beeinflussen der aus-
gepra¨gte Druckgradient und ein mo¨glicher Verdichtungsstoß den laminar/turbulenten
U¨bergang. Aus diesen Gru¨nden wird eine quantitative Untersuchung an einer ebenen
Platte durchgefu¨hrt. Nach Kenntnis des Autors ist der Einfluss der stromauf laufenden
Druckwellen auf den Grenzschichtzustand bislang wenig untersucht. Eine intensive Li-
teraturrecherche ergab nur eine Arbeit (Reiser (1987), [74]), in der diese Interaktion
direkt analysiert wurde. In den dort vorgestellten numerischen Simulationen interagiert
eine Druckwelle mit einer zweidimensionalen laminaren oder einer zweidimensionalen
zeitlich gemittelten turbulenten Grenzschicht. Reiser berichtet, dass keine Anregung
der Grenzschicht trotz teilweise massiver instationa¨rer Ablo¨sungen beobachtet wurde.
Weiterhin argumentiert er, dass die Druckwelle nur in der Na¨he der Vorderkante in die
Grenzschicht eingekoppelt werden kann, da dort die akustische und die stro¨mungsdy-
namische Grenzschichtdicken die gleiche Gro¨ßenordnung aufweisen. Einerseits gilt in
aktuellen Arbeiten die Vorderkante als starke Rezeptivita¨tsquelle, das die Ergebnisse
nach Reiser besta¨tigt. Andererseits werden dort auch Ablo¨segebiete und Verdichtungs-
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sto¨ße als Gebiete starker Rezeptivita¨t bezu¨glich Drucksto¨rungen aufgefu¨hrt. Eine de-
taillierte Analyse soll hier mehr Klarheit schaffen und die qualitativen Abha¨ngigkeiten
aufzeigen.
Kapitel 5
Validierung des numerischen
Verfahrens
Das eingesetzte numerische Verfahren wird an ein-, zwei- und dreidimensionalen Test-
fa¨llen validiert. Zuna¨chst werden die Ergebnisse der numerischen Simulation von Druck-
wellen vorgestellt. Da bei Profilumstro¨mungen im Transschall die Wellenfront in gerin-
ger Entfernung vom Entstehungsort bereits nahezu normal zur Profiloberfla¨che ausge-
richtet ist (s. Abbildung 4.4), wird eine vorwiegend eindimensionale Beschreibung der
Druckwellen verwendet. Danach werden Ergebnisse der DNS transitionaler Stro¨mun-
gen mit der Theorie, Experimenten und anderen DNS Ergebnissen verglichen.
5.1 Ausbreitung von Druckwellen
Harmonische Druckfluktuationen geringer Amplitude ko¨nnen mittels linearer akusti-
scher Theorie beschrieben werden. Diese breiten sich mit der Schallgeschwindigkeit
c wellenfo¨rmig in einem ruhenden Fluid aus. Kleine Fluktuationen im Druck verur-
sachen dabei Fluktuationen der Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit. Unter der
Annahme einer isentropen Zustandsa¨nderung werden aus den eindimensionalen Erhal-
tungsgleichungen die Amplituden der Geschwindigkeits- Δu, der Dichte- Δρ und der
Temperaturfluktuationen ΔT in Abha¨ngigkeit von der Amplitude der Druckfluktuati-
on Δp bestimmt. In der Akustik wird ha¨ufig der linearisierte Zusammenhang
Δρ =
Δρ˜
ρ˜∞
=
1
κ
Δp˜
p˜∞
=
1
κ
Δp (5.1)
ΔT =
ΔT˜
T˜∞
=
κ− 1
κ
Δp (5.2)
Δu =
Δu˜
u˜∞
=
1
κMa∞
Δp (5.3)
verwendet [69], der hier in dimensionsloser Form dargestellt ist.
5.1.1 Da¨mpfung in idealen Gasen
Die Amplitude der Fluktuationen nimmt aufgrund von Reibungs- und Wa¨rmeleitung-
seffekten mit der Entfernung vom Entstehungsort ab. Fu¨r eindimensionale Druckwellen
geringer Amplitude kann diese Da¨mpfung in homogenen Medien exakt berechnet wer-
den. Hierzu werden die Gleichung der Massenerhaltung, die Navier-Stokes Gleichung
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Abbildung 5.1: Einfluss der Anregungsfrequenz fac auf die Druckamplitude.
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Abbildung 5.2: Einfluss der Reynoldszahl ReL auf die Druckamplitude.
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Abbildung 5.3: Einfluss der Machzahl Ma∞ auf die Druckamplitude.
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sowie die Fourier-Kirchhoff-Neumann Gleichung fu¨r die Energieerhaltung in linearisier-
ter Form verwendet. Eine detaillierte Herleitung ist z.B. in [69] gegeben. Die Amplitude
der Druckfluktuationen in dimensionsloser Form betra¨gt:
Δp(x′) =
Δp˜
p˜∞
(
x˜′
L˜
)
= Δp0e
(−αclx
′), mit αcl = α˜clL˜ =
(2πfac)
2
ReL|uac|3
(
4
3
+
κ− 1
Pr
)
. (5.4)
Die Koordinate x′ ist fu¨r stromauf laufende Druckwellen eingefu¨hrt und damit entgegen
der Richtung der x-Koordinate orientiert. Zudem wird in der Gleichung 5.4 vorausge-
setzt, dass die Druckwellen bei x′ = 0 entstehen. Die Reynoldszahl bezogen auf eine
Referenzla¨nge ReL und die Prandtlzahl Pr gehen linear in den Exponenten ein. Einen
gro¨ßeren Einfluss hat die dimensionslose Kreisfrequenz βac = 2πfac = 2πf˜acL˜/u˜∞ sowie
die absolute Geschwindigkeit der Druckwelle uac = u˜ac/u˜∞. Die absolute Geschwindig-
keit einer Druckwelle geringer Amplitude setzt sich aus der ungesto¨rten Stro¨mungs-
und Schallgeschwindigkeit zusammen. Fu¨r eine stromauf laufende Druckwelle in einer
Unterschallstro¨mung gilt:
uac =
u˜ac
u˜∞
=
a˜∞ − u˜∞
u˜∞
=
1
Ma∞
− 1. (5.5)
In dem folgenden eindimensionalen Testfall betra¨gt der Isentropenexponent κ = 1, 4
und die Prandtlzahl Pr = 0, 72. Variiert werden die Machzahl der Anstro¨mung Ma∞,
die Reynoldszahl ReL und die Kreisfrequenz βac bzw. die Anregungsfrequenz fac.
Die Hauptstro¨mung bewegt sich von links nach rechts und wird mittels 1024 Git-
terpunkten mit Δx˜/L˜ = 0, 001 aufgelo¨st. Die Druckwelle wird rechts am Austritts-
rand (x˜out/L˜ = 1, 023, Rexout ≈ ReL und x˜′/L˜ = 0) durch die Randbedingun-
gen der Form p = p˜/p˜∞ = 1, 0 + Δp0 sin(βact) vorgegeben. Die initiale Amplitude
Δp0 = Δp˜0/p˜∞ = 0, 001 ist so gering, dass nichtlineare Effekte vernachla¨ssig wer-
den ko¨nnen. Die numerische Simulation erfolgt mit einem eindimensionalen WENO-
Verfahren der Ordnung N = 9.
In den Abbildungen 5.1 bis 5.3 werden die Ergebnisse der numerischen Simulation mit
der theoretischen Vorhersage nach Gleichung 5.4 verglichen. Sowohl der Einfluss der
Anregungsfrequenz f˜acL˜/u˜∞, der Reynoldszahl ReL als auch der Machzahl Ma∞ wird
von der numerischen Simulation korrekt wiedergegeben. Die gro¨ßten Abweichungen
zur Theorie treten in der Simulation mit Ma∞ = 0, 9, ReL = 10
6 und f˜acL˜/u˜∞ = 8, 0
auf. Hier betra¨gt die ra¨umliche Auflo¨sung etwa 14 Gitterpunkte pro Wellenla¨nge der
Druckwelle. Da die fu¨hrende Schwingung in ein ungesto¨rtes, homogenes Medium hinein
la¨uft, verha¨lt sich die erste Wellenamplitude nicht gema¨ß Gleichung 5.4. Aus diesem
Grund wird in der spa¨teren Untersuchung die Interaktion ab der zweiten Druckwel-
le betrachtet. Fu¨r den Zusammenhang der Amplituden der Geschwindigkeits-, der
Dichte- sowie der Temperaturfluktuationen mit der Druckwellenamplitude zeigen die
numerischen Ergebnisse eine sehr gute U¨bereinstimmung mit den Gleichungen 5.1 bis
5.3.
5.1.2 Nichtlineares Aufsteilen
Druckwellen steilen sich mit der Entfernung vom Entstehungsort nichtlinear auf. Aus
anfa¨nglich sinusfo¨rmigen Wellen bilden sich Verdichtungssto¨ße. Dieses Pha¨nomen ist
reibungsfrei und wird im Folgenden mittels eindimensionaler Euler Gleichungen un-
tersucht. Die Druckfluktuationen werden am Austrittsrand mit der Frequenz fac =
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Abbildung 5.4: Anregungsfrequenz f˜acL˜/u˜∞ und Druckamplitude Δp˜0/p˜∞ fu¨r eine
Stoßentstehung bei x˜′S/L˜ als Funktion der Machzahl Ma∞.
f˜acL˜/u˜∞ und der Amplitude Δp0 = Δp˜0/p˜∞ angeregt. Wa¨hrend der Bewegung strom-
auf vera¨ndert sich die sinusfo¨rmig initiierte Welle kontinuierlich in eine sa¨gezahnfo¨rmi-
ge Welle. Das Maximum in der Druckverteilung holt das vorauslaufende Minimum
ein und es entsteht ein Verdichtungsstoß. Die Laufla¨nge der Druckwelle bis zur For-
mierung des Verdichtungsstoßes x′S kann mittels Charakteristiken abgescha¨tzt werden.
Die Beziehung in [69], die dort fu¨r eine Druckwellenausbreitung in Stro¨mungsrichtung
angeben ist, wird hier fu¨r eine stromauf laufende Druckwelle modifiziert (s. auch [74]).
In dimensionsloser Form lautet diese:
x′S =
x˜′S
L˜
=
κMa∞
(
1
Ma∞
− 1
)2
(κ+ 1)πfacΔp0
. (5.6)
Unter der Voraussetzung einer reibungsfreien Stro¨mung erfa¨hrt die Druckamplitude
wa¨hrend des Aufsteilens keine A¨nderung (Δpmax(x
′ < π/2x′S) = Δp0). In Abbildung
5.4 ist fu¨r unterschiedliche Laufla¨ngen x˜′S/L˜ das notwendige Produkt aus Anregungs-
frequenz f˜acL˜/u˜∞ und Druckamplitude Δp˜0/p˜∞ nach Gleichung 5.6 als Funktion der
Machzahl Ma∞ dargestellt. Abbildung 5.4 verdeutlicht, dass bei hohen subsonischen
Machzahlen eine relativ kleine Druckamplitude ausreichend ist, um nach einer kurzen
Laufla¨nge stromauf einen Verdichtungsstoß zu bilden. Sobald aus den sinusfo¨rmigen
Wellen eine Serie von Verdichtungssto¨ßen entstanden ist, setzt eine nichtlineare In-
teraktion der Verdichtungssto¨ße und der sie umgebenden Expansionswellen ein. Der
Kopf der Expansionswelle holt den vorlaufenden Verdichtungsstoß ein, da dieser einen
Temperatur- und damit einen Schallgeschwindigkeitsanstieg verursacht. Der Verdich-
tungsstoß bewegt sich wiederum schneller als der Schwanz der voraus laufenden Ex-
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Abbildung 5.5: Einfluss der Anregungsfrequenz f˜acL˜/u˜∞ auf die maximale Druckam-
plitude.
x/L [-]
p/
p ∞
[-]
0 1 2 3 4 5
0.98
1
1.02
Ma
∞
= 0.667 (uac / u∞ = 0.5)
Δp0 / p∞ = 0.025
f ⋅ L / u
∞
= 1.0
x’S / L = 1.24
1 - Δpmax/p∞
x/L [-]
p/
p ∞
[-]
0 1 2 3 4 5
0.98
1
1.02
Ma
∞
= 0.8 (uac / u∞ = 0.25)
Δp0 / p∞ = 0.025
f ⋅ L / u
∞
= 1.0
x’S / L = 0.37
1 - Δpmax/p∞
Abbildung 5.6: Einfluss der Machzahl Ma∞ auf die maximale Druckamplitude.
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pansionswelle und interagiert mit diesem. Die maximale Druckamplitude Δ pmax fu¨r
x′ > π/2 x′S nimmt mit der Laufla¨nge (negative x-Richtung) ab. Unter Verwendung
der Theorie schwacher Sto¨ße (isentrope Zustandsa¨nderung) kann nach Pierce [69] fu¨r
Δpmax(x
′) und x′ > π/2x′S folgender Zusammenhang angegeben werden:
Δpmax =
Δp˜max
p˜∞
=
πΔp0
1, 571 +
x′
x′S
. (5.7)
Die schwachen Verdichtungssto¨ße entfernen sich dabei im ortsfesten Koordinatensys-
tem mit der Schallgeschwindigkeit a˜∞ vom Entstehungsort. Relativ zur Stro¨mung be-
wegt sich der Stoß dabei schneller als mit der Schallgeschwindigkeit, da unter anderem
die vorauslaufende Expansionswelle die Stro¨mung gegen die Stoßlaufrichtung beschleu-
nigt. Im Folgenden werden Ergebnisse der numerischen Simulation gezeigt, die auf ei-
nem a¨quidistanten Gitter mit 1000 Gitterpunkten erzielt worden sind. Die Initiierung
der Druckwellen erfolgt wieder sinusfo¨rmig am Austrittsrand bei x˜/L˜ = 5, so dass
sich diese stromauf bewegen. Die dimensionslose Anregungsfrequenz f˜acL˜/u˜∞ sowie
die Machzahl werden systematisch variiert. Die numerische Simulation wird beendet,
bevor der erste Verdichtungsstoß den Einstro¨mrand erreicht. Eine momentane Druck-
verteilung ist in den Abbildungen 5.5 und 5.6 mit den Ergebnissen nach Gleichung 5.7
verglichen.
Die U¨bereinstimmung zwischen den numerischen Ergebnissen und den theoretischen
Vorhersagen ist gut, wobei sich der erste Verdichtungsstoß nicht nach Gleichung 5.7
verha¨lt, da diesem keine Expansionswelle vorausla¨uft. Die Abnahme der Druckampli-
tude der nachfolgenden Verdichtungssto¨ße wird numerisch richtig beschrieben. Zudem
entspricht ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit der Schallgeschwindigkeit.
Bei großen Anregungsamplituden Δp0 bildet sich ein starker Verdichtungsstoß aus.
Die Annahme isentroper Zustandsa¨nderung ist hier nicht mehr gegeben. In Abbildung
5.7 ist eine momentane Druckverteilung u¨ber die Laufla¨nge fu¨r große Anregungsam-
plituden dargestellt. Die numerischen Simulationen zeigen, dass die Druckwellen nicht
mehr um den ungesto¨rten Zustand p˜∞ schwingen. Stattdessen nimmt der Druckmittel-
wert fu¨r x′ > x′S mit der Laufla¨nge der Welle (negative x-Richtung) zu. Dieser Effekt
beruht auf der Tatsache, dass zum einen der Druckmittelwert am Ausstro¨mrand durch
Ausstro¨mrandbedingungen zu p˜∞ fixiert wird. Zum anderen verlassen die Wellen nicht
den vorderen Rechenrand (Einstro¨mrand). Damit fu¨hrt der Aufsteilungseffekt zu einer
Verschiebung des Druckmittelwerts. Die durchgezogene und gestrichelte Linie kenn-
zeichnen die Ergebnisse zweier Simulationen, die sich durch verschiedene Anfangspha-
senlagen unterscheiden. Im ersten Fall startet die Welle mit einer Kompression, die zu
einem starken fu¨hrenden Verdichtungsstoß, sichtbar bei x˜/L˜ ≈ 0, 2, fu¨hrt. Im zwei-
ten Fall beginnt die Welle mit einer Expansion. Die Kreuzungspunkte beider Linien
verdeutlichen den Verlauf des Druckmittelwerts u¨ber die Laufla¨nge (strichpunktierte
Linie). Die korrigierte Druckamplitude (Differenz zwischen momentanem Druck und
dem Druckmittelwert) ist in Abbildung 5.8 dargestellt und mit Gleichung 5.7 vergli-
chen. Es wird eine gute U¨bereinstimmung mit der Theorie bezu¨glich der Abnahme
der Druckamplitude u¨ber die Laufla¨nge festgestellt. Die Ergebnisse deuten darauf hin,
dass die Abnahme der Druckamplitude auch fu¨r hohe Anregungsamplituden mit der
Gleichung 5.7 beschrieben werden kann. Der Druckmittelwert a¨ndert sich jedoch und
betra¨gt nicht mehr p˜∞.
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Abbildung 5.7: Einfluss der Anregungsamplitude Δp˜0/p˜∞ auf die Druckverteilung.
x/L [-]
p/
p ∞
[-]
0 1 2 3 4 5-0.1
-0.05
0
0.05
0.1
Ma
∞
= 0.667 (uac / u∞ = 0.5)
Δp0 / p∞ = 0.1
f ⋅ L / u
∞
= 1.0
x’S / L = 0.31
Δpmax / p∞
x/L [-]
p/
p ∞
[-]
0 1 2 3 4 5-0.2
-0.1
0
0.1
0.2
Ma
∞
= 0.667 (uac / u∞ = 0.5)
Δp0 / p∞ = 0.2
f ⋅ L / u
∞
= 1.0
x’S / L = 0.15
Δpmax / p∞
Abbildung 5.8: Druckamplitude als Funktion der Laufla¨nge.
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5.1.3 Akustische Grenzschicht
Eine sich tangential zur Wandoberfla¨che bewegende Welle mit harmonischem Druck-
profil weist in Wandna¨he eine von den Gleichungen 5.1 bis 5.3 verschiedene Ampli-
tudenverteilung auf. Aufgrund von Haftrandbedingungen ist die Amplitude der Ge-
schwindigkeit direkt an der Wand Null. Weiterhin wird angenommen, dass die Am-
plitude der Temperaturschwankungen zur Wand hin ebenfalls gegen Null geht, da
die Temperatur des Festko¨rpers von den akustischen Schwankungen unbeeinflusst
bleibt. Es entsteht in Wandna¨he also eine du¨nne Schicht, in der die Amplituden der
Geschwindigkeits- und Temperatur- bzw. Dichteschwankungen eine starke Abha¨ngig-
keit in Wandnormalenrichtung y aufweisen. Diese Schicht wird akustische Grenzschicht
genannt. In Analogie zur Grenzschichttheorie bleibt in der akustischen Grenzschicht
die Amplitude der Druckschwankung bis zur Wand konstant (d. h. ∂p/∂y = 0).
Die Amplitudenverteilung als Funktion der Koordinate in Wandnormalenrichtung y
fu¨r eine Druckwellenausbreitung in ruhenden Gasen wurde zuerst von Cremer [10]
hergeleitet. Eine detaillierte Herleitung und Diskussion sind ebenfalls in [11] und [69]
gegeben. Die Amplitudenverteilungen der Geschwindigkeit und der Temperatur in di-
mensionsloser Form lauten:
Δu(y) =
Δu˜
u˜∞
(
y˜
L˜
)
= |Δue(1− e−(1−I)λvory)|
, mit λ˜vor =
√
β˜acρ˜∞
2μ˜∞
⇒ λvor = λ˜vor/L˜ =
√
ReLβac
2
(5.8)
ΔT (y) =
ΔT˜
T˜∞
(
y˜
L˜
)
= |ΔTe(1− e−(1−I)λenty)|
, mit λent = λ˜ent/L˜ =
√
ReLβacPr
2
. (5.9)
Hierbei ist I =
√−1 die imagina¨re Einheit. Δue und ΔTe sind die dimensionslosen
Amplituden außerhalb der akustischen Grenzschicht, fu¨r welche die Beziehungen nach
Gleichung 5.1 bis 5.3 gelten. Die charakteristische La¨nge, die ha¨ufig auch als akusti-
sche Grenzschichtdicke bezeichnet wird, ist δac = δ˜ac/L˜ = (2π)/λvor. Die Amplitude
der Fluktuationen betra¨gt bei dieser Entfernung von der Wand 0, 998Δue bzw. etwa
0, 99ΔTe.
Fu¨r die numerische Simulation der akustischen Grenzschicht wird ein Gitter mit
1024 x 128 Gitterpunkten mit Δx˜/L˜ = 0, 001 (a¨quidistant in x Richtung) verwen-
det. Analog zum eindimensionalen Testfall ist die Druckwelle eindimensional entlang
des gesamten rechten Randes initiiert. Die Anregungsamplitude betra¨gt Δp˜0/p˜∞ =
0, 01, um nichtlineare Effekte auszuschließen. Weiterhin wird als Initialbedingung eine
Stro¨mungsgeschwindigkeit von u = 0 gewa¨hlt, um die Ausbreitung in einem ruhen-
den Fluid zu simulieren. In diesem Fall ist auf der Platte keine stro¨mungsdynami-
sche Grenzschicht vorhanden. Zur Entdimensionierung wird die Schallgeschwindigkeit
als Referenzgeschwindigkeit u˜∞ = a˜∞ verwendet, d.h. die Referenzmachzahl ist zu
Ma∞ = 1 gesetzt. Wa¨hrend der Bewegung stromauf wird die Wellenfront in Wandna¨he
zunehmend zweidimensional. Bei x˜/L˜ = 0, 8 (entspricht x˜′/L˜ = 0, 223) wird die
instationa¨re Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung als Funktion der Zeit fu¨r
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Abbildung 5.9: Einfluss der Anregungsfrequenz f˜acL˜/a˜∞ auf die Amplitudenverteilung.
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Abbildung 5.10: Einfluss der Reynoldszahl ReL auf die Amplitudenverteilung.
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zehn Schwingungsperioden gespeichert. Bei der nachfolgenden Fourier Transformation
mittels FFT (Fast Fourier Transformation) wird das Frequenzspektrum der Fluktua-
tionen ermittelt. In den Abbildungen 5.9 und 5.10 ist die Amplitudenverteilung der
Geschwindigkeits- und Temperaturschwingungen fu¨r unterschiedliche dimensionslose
Anregungsfrequenzen f˜acL˜/a˜∞ sowie Reynoldszahlen ReL dargestellt. Eine sehr gu-
te U¨bereinstimmung zwischen numerischen Ergebnissen und theoretischer Vorhersage
wird festgestellt.
Bei einem Wandabstand von ymax ≈ 0, 4δac weisen die Verla¨ufe der Geschwindigkeits-
und der Temperaturamplitude ein schwach ausgepra¨gtes Maximum auf. Das heißt, dass
die akustisch verursachten Fluktuationen der Stro¨mungsgro¨ßen dort gro¨ßer als außer-
halb der akustischen Grenzschicht sind. Die Amplitudenverteilung von TS-Wellen weist
ebenfalls eine ausgepra¨gte Abha¨ngigkeit vom Wandabstand auf und besitzt ein Maxi-
mum innerhalb der fluiddynamischen Grenzschicht. Im Gegensatz zu den TS-Wellen ist
die akustische Grenzschichtdicke und somit die Lage des Maximums von der Laufla¨nge
unabha¨ngig. Somit existiert bei einer Plattenstro¨mung eine Position (meist in der Na¨he
der Vorderkante), an der die beiden Maxima der Amplituden den gleichen Wandab-
stand aufweisen. An dieser Position wird eine maximale Wechselwirkung zwischen TS
und Druckwellen erwartet. Somit ist die akustische Grenzschichtdicke δac ein wichtiger
Parameter und wird in den folgenden Simulationen zur Kla¨rung des Einflusses der
Druckwellen auf Transition angegeben.
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5.2 Transition
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der numerischen Simulation transitionaler
Grenzschichtstro¨mungen im niedrigen Unterschallbereich vorgestellt, da hierfu¨r eine re-
lativ große Anzahl an experimentellen und numerischen Untersuchungen als Referenz
zu Verfu¨gung stehen. Die numerische Simulation fu¨r den Vergleich mit der Transiti-
on in inkompressiblen Grenzschichten wird bei Ma∞ = 0, 4 durchgefu¨hrt. Bei dieser
Machzahl ist die A¨nderung der Dichte und der Temperatur u¨ber die Grenzschichtho¨he
gering. Um die Kompressibilita¨tseffekte weiter zu reduzieren, wird hier die Za¨higkeit
konstant gehalten ν˜ = ν˜∞ = ν˜(T˜ ).
5.2.1 Plattengrenzschicht
Zuna¨chst wird eine ebene Plattenstro¨mung ohne Druckgradienten mit einer laminar
anlaufenden Grenzschicht als Grundstro¨mung berechnet. Hierbei wird die Reynolds-
zahl ReL = 10
5 gewa¨hlt. Fu¨r die inkompressiblen Grenzschichtprofile ist eine A¨hn-
lichkeitslo¨sung nach Blasius bekannt. Hierbei werden inkompressible Grenzschicht-
gleichungen geeignet transformiert. Blasius gelang 1908 die Lo¨sung mit einem Rei-
henansatz. Fu¨r die ebene Plattengrenzschichtstro¨mung existiert kein ausgezeichnetes
La¨ngenmaß in Hauptstro¨mungsrichtung, so dass die Lo¨sung an unterschiedlichen Stel-
len a¨hnlich ist und die Geschwindigkeitsprofile normal zur Wand durch geeignete Ska-
lierung zur Deckung gebracht werden ko¨nnen. Die skalierte Koordinate in Wandnor-
malenrichtung η(x, y) ist gegeben durch:
η(x, y) =
y
x
√
Rex. (5.10)
Rex ist hierbei eine mit der Laufla¨nge der Grenzschicht x˜ gebildete lokale Reynolds-
zahl (u˜∞x˜)/ν˜∞). Van Driest [100] entwickelte eine a¨hnliche Lo¨sung fu¨r kompressible
Grenzschichtgleichungen, die in dieser Arbeit neben der Blasius Lo¨sung als Referenz
verwendet wird. Im Folgenden werden drei verschiedene Gitter verwendet, die sich
durch die La¨nge und Anzahl der gewa¨hlten Gitterpunkte in den Haupt- und Quer-
stro¨mungsrichtungen unterscheiden. In der Tabelle 5.1 sind die geometrischen Abmes-
sungen und die ra¨umliche Auflo¨sung zusammengefasst. Zum Ein- und Ausstro¨mrand
ist das Gitter in Hauptstro¨mungsrichtung x stark gestreckt, um eine Wechselwirkung
zwischen den Stro¨mungsfluktuationen und den Randbedingungen zu minimieren. In
Wandnormalenrichtung y ist das Gitter bis zum hundertsten Gitterpunkt schwach
([Δyj − Δyj+1]/Δyj = 1, 03), danach stark gestreckt ([Δyj − Δyj+1]/Δyj = 1, 3).
In Querstro¨mungsrichtung z sind die Gitterpunkte a¨quidistant verteilt. Zum besse-
ren Versta¨ndnis ist in Abbildung 5.11 eine x-y Ebene des Gitters dargestellt, wobei
jede zehnte Gitterlinie gezeigt wird. Zu beachten ist, dass die Plattenla¨nge nicht der
Referenzla¨nge L˜ entspricht. Dadurch kann die Plattenla¨nge abha¨ngig von den unter-
suchten Pha¨nomenen (Prima¨r-, Sekunda¨rinstabilita¨t, etc.) variiert werden, wa¨hrend
die Reynoldszahl ReL = 10
5 konstant gehalten wird. Der Vorteil dieser Vorgehens-
weise ist, dass die ra¨umliche Auflo¨sung (bei Transition und Turbulenz eine Funktion
der Reynoldszahl ReL) unabha¨ngig von der Plattenla¨nge konstant bleibt. Zudem exis-
tiert fu¨r eine ebene Plattengrenzschichtstro¨mung keine maßgebliche Referenzla¨nge, da
die Stro¨mungsprofile wie oben beschrieben selbsta¨hnlich sind. Weiterhin ist in [13] die
gleiche Vorgehensweise gewa¨hlt und erleichtert damit den Vergleich mit diesen Refe-
renzquellen. Am Ein- und Ausstro¨mrand werden die klassischen Unterschallein- und
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Abbildung 5.11: x-y Ebene des verwendeten Gitters.
Gitter 1 Gitter 2 Gitter 3
Gitterpunkte 500 x 110 x 100 1000 x 110 x 100 1024 x 128 x 128
x˜/L˜ -2,4 bis 6,1 -2,4 bis 13,6 -2,4 bis 13,6
x˜a¨quidistant/L˜ 0,2 bis 4 0,2 bis 9 0,2 bis 9
y˜/L˜ 0 bis 0,5 0 bis 0,5 0 bis 0,5
z˜/L˜ 0 bis 1,0 0 bis 1,0 0 bis 0,4
Δx˜a¨quidistant/L˜ 0,01 0,01 0,01
Δy˜wand/L˜ 3 · 10−4 3 · 10−4 3 · 10−4
Δz˜/L˜ 0,01 0,01 0,004
Tabelle 5.1: Verwendete Gitter.
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Abbildung 5.12: Vergleich der numerischen Ergebnisse der ebenen Plattengrenzschicht
mit der Lo¨sung nach Blasius und van Driest: a) Geschwindigkeitsprofil in Haupt-
stro¨mungsrichtung bei Rex = 10
5, b) Geschwindigkeitsprofil in Wandnormalenrichtung
bei Rex = 10
5, c) Reibungsbeiwert cf und d) Impulsverlustdicke δ˜1/x˜.
-ausstro¨mrandbedingungen verwendet. Das Geschwindigkeitsprofil am Einstro¨mrand
bei x˜/L˜ = −2, 4 ist als konstant vorgegeben. Von −2, 4 < x˜/L˜ < 0 erstreckt sich am
unteren Rand eine Vorlaufstrecke mit einer Wandrandbedingung, die eine Schlupfge-
schwindigkeit in tangentialer Richtung (u und w) zula¨sst (slip-wall). Anschließend
folgt die ebene Platte mit Haftrandbedingungen (non-slip wall), die sich bis zum
Ausstro¨mrand erstreckt. Am oberen Rand werden alle Gradienten der primitiven
Stro¨mungsgro¨ßen auf null gesetzt (Freirand). In Querstro¨mungsrichtung sind periodi-
sche Randbedingungen eingesetzt.
In Abbildung 5.12 werden die Ergebnisse der numerischen Simulation mit den Lo¨sun-
gen nach Blasius und van Driest verglichen. Die Geschwindigkeitsprofile u˜/u˜∞ und
v˜/u˜∞
√
Rex sind bei Rex = 10
5 bestimmt und weisen eine sehr gute U¨bereinstim-
mung mit Blasius und van Driest auf. Die Wahl von Rex = 10
5 ist willku¨rlich, da die
Geschwindigkeitsprofile fu¨r hinreichend große Reynoldszahlen Rex affin sind. Fu¨r die
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Verdra¨ngungsdicke δ˜1 sowie den lokalen Reibungsbeiwert cf gilt nach Blasius:
δ˜1
x˜
=
1, 72√
Rex
(5.11)
cf =
0, 664√
Rex
. (5.12)
Sowohl der numerisch simulierte Verlauf der Verdra¨ngungsdicke δ˜1 als auch des loka-
len Reibungsbeiwertes cf stimmen hervorragend mit der Lo¨sung nach Blasius u¨berein.
Die U¨bereinstimmung zwischen der Blasius und der van Driest Lo¨sung ist fu¨r die Ver-
dra¨ngungsdicke gut, jedoch wird nach van Driest ein etwas ho¨herer Reibungsbeiwert
bestimmt. Die Abweichungen im lokalen Reibungsbeiwert zwischen der van Driest und
der Blasius Lo¨sung nehmen mit zunehmender Laufla¨nge der Grenzschicht jedoch ab.
Die Grundstro¨mung einer inkompressiblen ebenen Plattengrenzschicht la¨sst sich somit
mit dem vorgestellten numerischen Verfahren simulieren. Diese Lo¨sung wird im Folgen-
den als Initiallo¨sung verwendet. Durch Ausblasen und Einsaugen werden nun in einem
Sto¨rbereich auf der Plattenoberfla¨che Tollmien-Schlichting Wellen einer bestimmten
Frequenz initiiert (s. z.B. Abbildung 5.13). Ihre Entwicklung in der Grenzschicht wird
simuliert und mit den Ergebnissen der linearen Stabilita¨tstheorie fu¨r prima¨re und se-
kunda¨re Instabilita¨ten verglichen.
5.2.2 Prima¨rinstabilita¨t
Zur Untersuchung der Prima¨rinstabilita¨t wird das Gitter 1 mit 500 x 110 x 100 Gitter-
punkten verwendet. Die Reynoldszahl betra¨gt ReL = 10
5. Die maximale Reynoldszahl
(ohne Beru¨cksichtigung der Stro¨mung in der ’sponge layer’) ist hierbei auf Remax ≈
4 · 105 begrenzt, um nichtlineares Sto¨rverhalten zu vermieden. Die ebene Platte be-
ginnt bei x˜0/L˜ = 0. Der Sto¨rbereich liegt zwischen x˜1/L˜ = 1, 0 und x˜2/L˜ = 1, 23
(Rex ≈ 105). Eine Wellenla¨nge der TS-Welle wird somit durch etwa 20 Gitterpunkte
ra¨umlich aufgelo¨st. Es wird eine rein zweidimensionale Sto¨rung nach Gleichung 2.44,
d.h. A1 = 0, mit folgenden Sto¨rparametern betrachtet:
• A0 = Δv˜0/u˜∞ = 0, 001
• β0 = β˜0L˜/u˜∞ = 10.
Die numerischen Ergebnisse werden mit den Ergebnissen der linearen Stabilita¨tstheorie
von Fasel et al. [13] verglichen. Die gewa¨hlten Parameter stimmen bis auf die Amplitu-
de mit den Werten in [13] u¨berein. Im vorliegenden Fall wurde eine gro¨ßere Amplitude
als in [13] gewa¨hlt, um eine deutliche Abgrenzung gegenu¨ber den numerisch bedingten
Schwankungen zu erzielen. Dies hat aber keinen Einfluss auf die erzielten Ergebnisse,
da die Sto¨rungsanfachung weiterhin lineares Verhalten aufweist und somit die Ergeb-
nisse mit der linearen Stabilita¨tstheorie verglichen werden ko¨nnen.
In Abbildung 5.13 ist eine momentane Verteilung der wandnormalen Geschwindig-
keitskomponente in der x, z - Ebene bei y˜/L˜ = 0, 0125 dargestellt. Nach dem Ein-
bringen der Sto¨rungen in die Grenzschicht werden diese zuna¨chst geda¨mpft, wachsen
danach jedoch exponentiell an. Durch eine starke Streckung des Gitters stromab von
x˜/L˜ = 4, 4 (sponge layer) werden die Fluktuationen ausgelo¨scht. Reflektionen der
Fluktuationen am Ausstro¨mrand werden dadurch praktisch vermieden, so dass die
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Abbildung 5.13: Momentane Verteilung der wandnormalen Geschwindigkeitskompo-
nente v˜/u˜∞ in der x, z-Ebene bei y˜/L˜ = 0, 0125.
Lo¨sung durch unphysikalisch reflektierte Sto¨rungen nicht beeinflusst wird. Nach der
linearen Stabilita¨tstheorie kann die Entwicklung der Wellenzahl αr = α˜r/L˜ sowie der
Anfachungsrate αi = α˜i/L˜ in Abha¨ngigkeit von der lokalen Reynoldszahl Rex ana-
log zur Koordinate x˜/L˜ angegeben werden. Die numerischen Ergebnisse werden hier
mit den Ergebnissen nach der linearen Stabilita¨tstheorie an der Stelle y˜/L˜ = 0, 0125
verglichen, die der Vero¨ffentlichung nach Fasel et al. [13] entnommen sind. Dort sind
a¨hnliche Untersuchungen durchgefu¨hrt worden, wobei ein ga¨nzlich anderes Verfahren
zur numerischen Simulation der Transition verwendet wurde. In Abbildung 5.14 a)
ist der Vergleich der Entwicklung der Anfachungsrate αi zwischen der numerischen
Simulation und der linearen Stabilita¨tstheorie dargestellt. Starke Fluktuationen im
Verlauf der numerischen Ergebnisse fu¨r Rex < 1, 2 · 105 werden auf nichtlineare Ef-
fekte aufgrund der Sto¨rungseingabe zuru¨ckgefu¨hrt. Qualitativ stimmt der Verlauf gut
mit der Vorhersage nach der linearen Stabilita¨tstheorie u¨berein. Die Abweichungen im
Bereich zwischen Rex = 1, 6 · 105 und Rex = 2, 0 · 105 wurden durch eine Variation der
ra¨umlichen und zeitlichen Auflo¨sung sowie der Wahl des RK-Verfahrens zur zeitlichen
Integration untersucht. In allen Variationen wurde die ausgepra¨gte Delle im Verlauf
beobachtet. Es wird vermutet, dass diese wegen der Diskretisierungsfehler in der Lage
und dem Wert des Maximums der TS-Wellen verursacht wird. Abbildung 5.14 b) zeigt
den Vergleich der Entwicklung der Wellenzahl αr zwischen der numerischen Simulation
und der linearen Stabilita¨tstheorie. Die U¨bereinstimmung ist hier ebenfalls gut. Die
Abweichungen von +- 3% liegen im Bereich des ra¨umlichen Diskretisierungsfehlers,
der durch Fehlerbalken dargestellt ist.
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Abbildung 5.14: Vergleich der numerischen Ergebnisse mit der linearen Stabilita¨tstheo-
rie (LST): a) Anfachungsrate αi = α˜i/L˜, b) Wellenzahl in Hauptstro¨mungsrichtung
αr = α˜r/L˜.
5.2.3 Sekunda¨rinstabilita¨t
Die Sekunda¨rinstabilita¨t wird auf dem Gitter 2 mit 1000 x 110 x 100 Gitterpunkten
simuliert. Die ebene Platte beginnt bei x˜0/L˜ = 0 und endet bei x˜max/L˜ ≈ 13. Die ma-
ximale Reynoldszahl erreicht hier am Ausstro¨mrand Remax ≈ 1, 3 · 106. Die Sto¨rungen
werden im Bereich zwischen x˜1/L˜ = 1, 0 und x˜2/L˜ = 1, 23 generiert. Eine zweidimen-
sionale Sto¨rung wird mit einer Sto¨rung in Querstro¨mungsrichtung u¨berlagert und ihre
Wechselwirkung untersucht. Die Spezialfa¨lle der fundamentalen und subharmonischen
Resonanz werden simuliert. Zuna¨chst werden die numerischen Ergebnisse beider Reso-
nanzfa¨lle qualitativ analysiert und mit den Aussagen der Theorie verglichen. Danach
findet ein quantitativer Vergleich der subharmonischen Resonanz am Experiment von
Kachanov und Levchenko [45] statt.
Qualitativer Vergleich
Fu¨r den qualitativen Vergleich wird die fundamentale und subharmonische Resonanz
unter Verwendung der in Tabelle 5.2 aufgelisteten Sto¨rungsparameter angeregt. Die
Wellenzahlen der TS-Wellen sind in Haupt- (αr = α˜rL˜ = 2π/λx) und Querstro¨mungs-
richtung (γ1 = 2π/λz) gleich groß. Die Wellenla¨ngen werden in beide Richtungen mit
20 Gitterpunkten diskretisiert.
In Abbildung 5.15 ist eine momentane Wirbelanordnung in der Grenzschicht mittels
der λ2 Isofla¨chen visualisiert. Nach der Eingabe der Sto¨rungen an der Sto¨rstelle wach-
sen die Tollmien-Schlichting Wellen zuna¨chst exponentiell an und es entwickeln sich
Wirbel, die in Querstro¨mungsrichtung orientiert sind. Diese verformen sich stromab
zu Λ-fo¨rmigen Wirbelstrukturen. Die aufeinander folgenden Λ-Wirbel sind bei der
fundamentalen Resonanz direkt hintereinander angeordnet, wa¨hrend sie bei der sub-
harmonischen Resonanz um eine halbe Querwellenla¨nge versetzt sind. Diese Wirbe-
lanordnung entspricht der in der Literatur dokumentierten Wirbelanordnung fu¨r die
untersuchten Resonanzfa¨lle. Weiter stromab entstehen bei beiden Testfa¨llen Ω-Wirbel,
die ho¨her in die Grenzschicht hineinragen. Die Wirbelanordnung wird nun zunehmend
chaotischer. Obwohl die Sto¨ramplituden sowie die Lage des Sto¨rstreifens in beiden
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Abbildung 5.15: λ2-Isofla¨chen Visualisierung einer momentanen Wirbelanordnung in
der Grenzschicht, Ma∞ = 0, 4, Remax ≈ 106.
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fundamentale Resonanz subharmonische Resonanz
A0 = Δv˜0/u˜∞ 0,001 0,001
A1 = Δv˜1/u˜∞ 0,0001 0,0001
β0 = β˜0L˜/u˜∞ 10,0 10,0
β1 = β˜1L˜/u˜∞ 10,0 5,0
γ1 = γ˜1L˜ 31,42 31,42
Tabelle 5.2: Sto¨rparameter nach Gleichung 2.44 fu¨r die fundamentale und subharmo-
nische Resonanz.
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-1/2
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Abbildung 5.16: In Querstro¨mungsrichtung gemittelter Reibungsbeiwert cf .
Testfa¨llen identisch ist, setzt bei der subharmonischen Resonanz im Vergleich zur fun-
damentalen Resonanz die dreidimensionale Verformung der Wirbel weiter stromauf ein.
Diese Beobachtung deckt sich mit den Vorhersagen der sekunda¨ren Stabilita¨tstheorie
und resultiert in einem Anstieg des Reibungsbeiwertes cf . Der in Querstro¨mungsrich-
tung z gemittelte Reibungsbeiwert cf ist in Abbildung 5.16 dargestellt. Stromab des
Sto¨rstreifens folgt dieser zuna¨chst dem laminaren Verlauf. Bei Rex ≈ 5 · 105 steigt der
Reibungsbeiwert cf an, wobei der Anstieg bei subharmonischer Resonanz weiter strom-
auf beobachtet wird. Diese qualitativen Beobachtungen decken sich mit aus Literatur
bekannten und wohl akzeptierten Ergebnissen (s. z.B. [82]).
Quantitativer Vergleich
Ein gut dokumentiertes Experiment von Kachanov und Levchenko [45] wird im Fol-
genden zum quantitativen Vergleich mit den Ergebnissen unserer Simulation herange-
zogen. Ferner werden diese mit DNS Ergebnissen von Fasel et al. [13], die ein anderes
numerisches Verfahren verwenden, verglichen. Die Sto¨rung wird mit A0 = Δv˜0/u˜∞ =
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0, 00145, A1 = Δv˜1/u˜∞ = 0, 00001, β0 = β˜0L˜/u˜∞ = 12, 4, β1 = β˜1L˜/u˜∞ = 6, 2 und
γ1 = γ˜1L˜ = 31, 42 (s. Gleichung 2.44) zwischen x˜1/L˜ = 1, 732 und x˜2/L˜ = 2, 01 in
die Stro¨mung eingebracht. Eine subharmonische Resonanz entwickelt sich. Die Simu-
lation wird auf dem Gitter 3 (s. Tabelle 5.1) durchgefu¨hrt. Die primitiven Variablen
werden fu¨r sechs Perioden der Hauptanregung (β0) gespeichert. Da im Experiment
nur die Fluktuation der Geschwindigkeit in Hauptstro¨mungsrichtung untersucht wur-
de, wird die u-Geschwindigkeitskomponente Fourier analysiert. Im Folgenden werden
unterschiedliche Modi dargestellt, deren Bezeichnung analog zu [45] und [13] gewa¨hlt
ist. Die Mode-(i, j) entspricht der Fluktuation mit der i-fachen Frequenz der Haupt-
anregung i · β0 sowie dem j-fachen der Wellenzahl in Spannweitenrichtung j · γ1.
In Abbildung 5.17 ist die ra¨umliche Entwicklung der im Sto¨rbereich angeregten Modi
sowie ihrer Ho¨herharmonischen dargestellt. Die U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen
nach Kachanov und Levchenko sowie Fasel et al. ist gut. Die Entwicklung der ange-
regten Modi wird richtig wiedergegeben. Die Energie der Mode-(1, 0) wa¨chst zuna¨chst
exponentiell an, bevor fu¨r u1,0 ≈ 0, 018 eine Sa¨ttigung einsetzt. Die angeregte Mode-
(1/2, 1) wird zuna¨chst geda¨mpft. Stromab von x˜/L˜ > 2, 5 nimmt die Energie der
Mode exponentiell zu, wobei die Steigung eher den numerischen Ergebnissen von Fasel
entspricht. In diesem Bereich findet aufgrund von nichtlinearen Effekten ein Energie-
transfer zwischen Mode-1, 0 und Mode-1/2, 1 stattfindet. Auch fu¨r die Ho¨herharmoni-
schen der angeregten Modi stimmt der Verlauf der ra¨umlichen Entwicklung mit den
experimentellen sowie numerischen Ergebnissen gut u¨berein. Insbesondere der hohe
Energieanstieg der Mode-(3/2, 1) stromab von x˜/L˜ > 3 deutet auf das Einsetzen der
Sekunda¨rinstabilita¨t hin.
Neben der ra¨umlichen Entwicklung in Hauptstro¨mungsrichtung sind in [45] Messun-
gen der Amplituden- und Phasenverteilung unterschiedlicher Modi in wandnormale
Richtung vero¨ffentlicht. Abbildung 5.18 zeigt einen Vergleich der Amplituden- und
Phasenverteilung fu¨r die Mode-(1,0) bei x˜/L˜ = 3, 709. Diese entspricht dem typischen
Verlauf einer zweidimensionalen Tollmien-Schlichting Welle (s. z.B. [73]). Der qualita-
tive Verlauf der Messergebnisse wird gut wiedergegeben. Die maximale Amplitude der
TS-Welle ist jedoch etwa 20% gro¨ßer als in [45]. Die Position des Phasensprungs wird
in den numerischen Ergebnissen richtig bestimmt. In Abbildung 5.18 ist ebenfalls die
Amplitudenverteilung der Mode-(1/2, 1) sowie ihrer Ho¨herharmonischen dargestellt.
Die U¨bereinstimmung mit den experimentellen sowie numerischen Ergebnissen nach
Fasel et al. ist hervorragend, insbesondere da die Amplituden relativ klein sind. Eine
Da¨mpfung der Amplitude in Wandna¨he wird fu¨r alle drei Modi beobachtet. In der Ar-
beit von Thumm (1991) [95] werden Ergebnisse einer inkompressiblen DNS und einer
DNS bei Ma∞ = 0, 2 des Experiments aus [45] verglichen und tendenziell a¨hnliche
Abweichungen festgestellt.
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Abbildung 5.17: Vergleich der numerischen Ergebnisse mit experimentellen Daten [45]
sowie DNS Ergebnissen nach Fasel et al. [13]: ra¨umliche Entwicklung der a) Mode-(1, 0)
und Mode-(1/2, 1) und b) Mode-(2, 0) und Mode-(3/2, 1) in Hauptstro¨mungsrichtung
bei y˜/L˜ = 0, 0078.
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Abbildung 5.18: Vergleich der numerischen Ergebnisse mit experimentellen Daten [45]
sowie DNS Ergebnissen nach Fasel et al. [13]: a) Amplituden- und b) Phasenvertei-
lung der Mode-(1, 0) sowie die Amplitudenverteilungen der c) Mode-(1/2, 1), d) Mode-
(3/2, 1) und e) Mode-(5/2, 1) in wandnormaler Richtung bei x˜/L˜ = 3, 709.
Kapitel 6
Druckwellen und Transition
Im folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der durchgefu¨hrten numerischen Simula-
tionen zum Einfluss der Druckwellen auf Transition pra¨sentiert. Die Grundstro¨mung
entspricht nun einer kompressiblen, transitionalen Grenzschicht, die kontinuierlich an-
geregt wird. Die Grenzschicht durchla¨uft dabei die Phasen der Prima¨r-, Sekunda¨rin-
stabilita¨t und des laminaren Zusammenbruchs bis zur Turbulenz. Die Untersuchung
wird bei einer Machzahl von Ma∞ = 0, 7 und Reynoldszahl ReL = 10
5 durchgefu¨hrt.
Analog zu den Simulationen des vorherigen Kapitels ist L˜ hier eine willku¨rliche Re-
ferenzla¨nge und entspricht nicht der Plattenla¨nge. Wie bereits beschrieben, existiert
in einer Plattengrenzschicht keine eindeutige Referenzla¨nge und die Grenzschichtpro-
file sind selbsta¨hnlich. Somit ist die Reynoldszahl ReL = 10
5 hier konzeptionell der
Einheitsreynoldszahl a¨hnlich. Die Simulationen erfolgen ausschließlich auf dem Git-
ter 3 (s. Tabelle 5.1), das in Hauptstro¨mungsrichtung etwa 13L˜ betra¨gt. Jedoch wird
stromab von x˜/L˜ = 9 wegen der Ausstro¨mrandbedingungen eine Relaminarisierung der
Grenzschicht (durch eine ’sponge layer’) erzwungen. Die maximale Reynoldszahl der
transitionalen und turbulenten Grenzschicht ist somit letztendlich auf Rex,max ≈ 9·105
begrenzt. Die Grundstro¨mung wird mit einer a¨ußeren Druckanregung u¨berlagert. Die
Frequenz und Amplitude der Druckwellen wird systematisch variiert.
6.1 Grundstro¨mung
Fu¨r die hier betrachteten Reynoldszahlen (Rex < 10
6) beschra¨nkt sich der Einfluss der
Kompressibilita¨t bei der Entwicklung der TS-Wellen auf geringere Amplifikationsfakto-
ren. Die zweidimensionalen Sto¨rungen wachsen somit langsamer im Vergleich zu einer
inkompressiblen Grenzschicht. Zudem zeigen schra¨g laufende TS-Wellen die ho¨chsten
Amplifikationsfaktoren (s. Kapitel 3). Die Phase der Sekunda¨rinstabilita¨t kompressi-
bler Grenzschichten ist bislang theoretisch unzureichend beschrieben. Es wird jedoch
berichtet, dass sich die Transition im hohen Unterschall qualitativ a¨hnlich vollzieht
wie in inkompressiblen Grenzschichtstro¨mungen [95].
In Abbildung 6.1 sind die normierten Geschwindigkeits- und Temperaturprofile der la-
minaren, kompressiblen, adiabaten Plattengrenzschicht beiMa∞ = 0, 7 und Rex > 10
5
mit den Ergebnissen der Lo¨sung nach van Driest [100] verglichen. Die Profile an un-
terschiedlichen Positionen sind wie erwartet selbsta¨hnlich und damit in Abbildung
6.1 deckungsgleich. Die U¨bereinstimmung mit der analytischen Lo¨sung ist gut, wobei
der Einfluss der Kompressibilita¨t auf das Geschwindigkeitsprofil bei dieser Machzahl
schwach ausgepra¨gt ist (vergl. Blasius und van Driest Lo¨sung). Die adiabate Wandtem-
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Abbildung 6.1: Geschwindigkeits- und Temperaturprofil einer laminaren, kompressi-
blen, adiabaten Plattengrenzschicht bei Ma∞ = 0, 7 und Rex > 10
5.
fundamentale Resonanz subharmonische Resonanz
A0 = Δv˜0/u˜∞ 0,001 0,001
A1 = Δv˜1/u˜∞ 0,0001 0,0001
β0 = β˜0L˜/u˜∞ 10,0 10,0
β1 = β˜1L˜/u˜∞ 10,0 5,0
γ1 = 2π/λz = γ˜1L˜ 31,42 31,42
Tabelle 6.1: Sto¨rparameter nach Gleichung 2.44 fu¨r eine DNS der fundamentalen und
subharmonischen Resonanz bei Ma∞ = 0, 7.
peratur entspricht der Recovery-Temperatur T˜r und wird von den numerischen Ergeb-
nissen richtig vorhergesagt. Fu¨r die Recovery-Temperatur als Funktion der Machzahl
Ma∞ und der Prandtlzahl Pr gilt in einer laminaren Grenzschicht:
Tr = T˜r/T˜∞ =
(
1 +
√
Pr
(κ− 1)
2
Ma2
∞
)
. (6.1)
Unter den gegebenen Bedingungen (Ma∞ = 0, 7 und Pr = 0, 72) nimmt die Wand-
temperatur somit einen Wert von T˜w/T˜∞ = 1, 083 an (s. Abbildung 6.1 b) fu¨r η =
y
√
Rex/x = 0). Nach dem Aufbau des stationa¨ren Stro¨mungsfeldes wird die lamina-
re, kompressible, adiabate Plattengrenzschicht zwischen x˜1/L˜ = 1, 0 und x˜2/L˜ = 1, 2
(d.h. λ˜x/L˜ ≈ 0, 2) gesto¨rt. Durch die permanente Anregung im Sto¨rbereich bilden
sich Sto¨rwellen aus, die stromab transportiert werden und eine ”kontrollierte” Tran-
sition auslo¨sen. Die Simulation erfolgt zuna¨chst ohne das Speichern der instationa¨ren
Stro¨mungsdaten. Nach dem Erreichen der ersten Sto¨rwelle am Ausstro¨mrand wird
das instationa¨re Stro¨mungsfeld fu¨r sechs Perioden der zweidimensionalen Sto¨rung (β0)
mit jeweils 126 zeitlichen Stu¨tzstellen gespeichert und analysiert. Die Wahl der Pa-
rameter der zwei- und dreidimensionalen Sto¨rungen orientiert sich am Experiment in
[45] und ist in der Tabelle 6.1 zusammengefasst, wobei fu¨r eine fundamentale Re-
sonanz analog zur inkompressiblen Stro¨mung β1 = β0 und fu¨r eine subharmonische
β1 = 0, 5 β0 gewa¨hlt ist. Δv˜0 und Δv˜1 sind dabei die dimensionsbehafteten Amplitu-
den der wandnormalen Geschwindigkeitskomponente der zwei- und dreidimensionalen
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Sto¨rwelle an der Sto¨rstelle. Zur besseren Einordnung der Sto¨rmoden sind in Abbildung
6.2 die Sto¨rfrequenzen (β˜0L˜/u˜∞ und β˜1L˜/u˜∞) in die Darstellung der Indifferenzkurve
einer ebenen, inkompressiblen Plattengrenzschicht aus Kapitel 3 eingetragen. Dort ist
bereits erwa¨hnt, dass die Indifferenzkurven einer inkompressiblen Grenzschicht und ei-
ner Unterschallplattengrenzschicht a¨hnlich sind. In Abbildung 6.2 ist die Sto¨rfrequenz
β˜r anders als in den Simulationen entdimensioniert. Die beiden dimensionslosen Fre-
quenzen ha¨ngen nach Gleichung 6.2 zusammen. Die hier verwendete dimensionslose
Frequenz β ist durch die Reynoldszahl ReL zu teilen, um die Gro¨ße aus Abbildung 6.2
zu erhalten.
β˜rν˜
u˜2
∞
=
β˜rL˜
u˜∞
ν˜
u˜∞L˜
=
βr
ReL
(6.2)
Die mit der Verdra¨ngungsdicke δ˜1 gebildete Reynoldszahl Reδ1 la¨sst sich in eine lauf-
la¨ngenbezogene Reynoldszahl Rex einer laminaren Grenzschicht nach Blasius wie folgt
umrechnen:
Reδ1 =
δ˜1u˜∞
ν˜
=
δ˜1
x˜
x˜u˜∞
ν˜
= 1, 72
√
Rex. (6.3)
Somit kann graphisch die Position bestimmt werden, ab der eine Anfachung der Sto¨rmo-
den zu erwarten wa¨re. Jeweils eine DNS fu¨r den Fall einer subharmonischen und einer
fundamentalen Resonanz wurde auf dem Gitter mit 1024 x 128 x 128 Gitterpunk-
ten durchgefu¨hrt. Die Querwellenzahl von γ˜1L˜ = 31, 42 entspricht etwa λ˜z/L˜ = 0, 2.
Es werden somit zwei Wellenla¨ngen der dreidimensionalen Sto¨rung in Spannweiten-
richtung (periodische Randbedingungen) aufgelo¨st. Die transitionale Grenzschicht-
stro¨mung, die im Weiteren als Grundstro¨mung dient, wird im Folgenden detailliert
diskutiert.
Der momentane Verlauf des spannweitig gemittelten Reibungsbeiwerts cf ist in Abbil-
dung 6.3 a) dargestellt. Fu¨r den Fall der fundamentalen und subharmonischen Reso-
nanz ist der Zeitpunkt identisch gewa¨hlt, so dass die Verla¨ufe zwischen x˜/L˜ = 1, 0 und
5, 0 nahezu deckungsgleich sind. In diesem Bereich findet zuna¨chst ein lineares und
spa¨ter ein resonantes Wachstum der zwei- und dreidimensionalen Sto¨rungen statt,
das durch die Theorie der Prima¨r- und Sekunda¨rinstabilita¨t beschrieben wird. Der
Reibungsbeiwert oszilliert hier zeitlich um die theoretische Lo¨sung fu¨r eine laminare
Grenzschicht. Der zeitlich gemittelte Verlauf fu¨r beide Resonanzfa¨lle entspricht dort
der laminaren Lo¨sung (s. Abbildung 6.3 b)). Im Bereich des resonanten Wachstums
der dreidimensionalen Sto¨rung wird bei fundamentaler Resonanz eine schwache, har-
monische Fluktuation des Reibungsbeiwerts in Querstro¨mungsrichtung beobachtet (s.
Abbildung 6.4). Erst stromab der Position x˜/L˜ > 5, 0 treten deutliche Unterschiede
zwischen den untersuchten Resonanzfa¨llen auf. Dort wird ein massiver Anstieg des
Reibungsbeiwertes (sowohl momentan als auch zeitlich gemittelt) beobachtet. Wie er-
wartet setzt der Anstieg im Falle der subharmonischen Resonanz weiter stromauf an,
so dass die Grenzschicht schneller umschla¨gt. Bei der fundamentalen Resonanz bilden
sich in Querstro¨mungsrichtung Gebiete hoher und niedriger Fluktuationen, sogenannte
”peak” und ”valley” Gebiete (s. Abbildung 6.4) aus. Aus den Gebieten hoher Schwan-
kungen entstehen spa¨ter Turbulenzkeile, deren Position in Querstro¨mungsrichtung bei
fundamentaler Resonanz zeitlich invariant ist. Im Falle der subharmonischen Resonanz
wandern Gebiete hoher Schwankungen um eine halbe Wellenla¨nge der dreidimensio-
nalen Sto¨rung λ˜z/2 in Querstro¨mungsrichtung und verursachen dadurch eine zeitlich
gemittelt sta¨rkere Durchmischung der Grenzschicht. Weiter stromab vera¨ndert sich
nun der Charakter der Stro¨mung. Der Reibungsbeiwert unterliegt zeitlich scheinbar
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β0 = β1, fundamental
β1, subharmonisch
Re ind, β fundamental
Re ind, β1,subharmonisch
Abbildung 6.2: Indifferenzkurve einer ebenen, inkompressiblen Plattengrenzschicht-
stro¨mung ohne Druckgradient [82] mit eingezeichneten angeregten Sto¨rmoden.
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Abbildung 6.3: a) Momentane und b) zeitlich gemittelte Verteilung des spannweitig
gemittelten Reibungsbeiwerts cf fu¨r den fundamentalen und subharmonischen Reso-
nanzfall bei Ma∞ = 0, 7.
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Abbildung 6.4: Zeitlich gemittelte Verteilung des Reibungsbeiwerts cf in Quer-
stro¨mungsrichtung fu¨r den fundamentalen und subharmonischen Resonanzfall bei
Ma∞ = 0, 7.
zufa¨lligen Schwankungen und ist in Querstro¨mungsrichtung nicht mehr symmetrisch.
Die Grenzschicht wird turbulent, wobei in Abbildung 6.4 in Querstro¨mungsrichtung
Gebiete hohen und niedrigen Reibungsbeiwerts, sogenannte ”streaks”, unterschieden
werden ko¨nnen. Anders als in der Abbildung 5.16 wird bei diesen Ergebnissen das Ni-
veau einer turbulenten Grenzschicht erreicht, was auf eine ho¨here ra¨umliche Auflo¨sung
in der Querstro¨mungsrichtung zuru¨ckzufu¨hren ist.
In Abbildung 6.5 sind Wirbel innerhalb der Grenzschicht mittels Isofla¨chen fu¨r Q =
5, 0 visualisiert und mit der lokalen Machzahl eingefa¨rbt. Die Unterschiede ga¨ngi-
ger Wirbeldarstellungen sind z.B. in [44] diskutiert. Unsere Erfahrungen zeigen, dass
Isofla¨chen, basierend auf dem λ2- oder dem Q-Kriterium, sich besonders gut als Wir-
beleinhu¨llende eignen. Das Q-Kriterium entspricht dabei dem Wert der zweiten In-
varianten des Tensors der Geschwindigkeitsgradienten und hat damit eine Dimension
von u˜∞/L˜. Wie bereits von Schlichting gezeigt wurde, haben die TS-Wellen die Form
einer zweidimensionalen Wirbelro¨hre. Wa¨hrend der Phase der Sekunda¨rinstabilita¨t
verformt sich diese zuna¨chst wellenfo¨rmig in Querstro¨mungsrichtung. Die zeitlich ge-
mittelten Grenzschichtprofile a¨ndern sich wa¨hrend dieser Phase unwesentlich, so dass
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a) fundamentaler Resonanzfall
b) subharmonischer Resonanzfall
Abbildung 6.5: Darstellung der Wirbel mittels Q-Isofla¨chen in einer Plattengrenz-
schicht bei Ma∞ = 0, 7.
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der Reibungsbeiwert dem Wert einer laminaren Grenzschicht entspricht. Nachdem die
Wirbel eine deutliche Λ-Form annehmen (x˜/L˜ > 4, 5) setzt im Verlauf des Reibungs-
beiwerts eine Abweichung vom laminaren Verhalten ein, die mit weiterer Streckung des
Λ-Wirbels in Hauptstro¨mungsrichtung zunimmt. Zwischen x˜/L˜ = 5, 3 und x˜/L˜ = 6, 0
findet fu¨r den Fall der fundamentalen Resonanz der Zusammenbruch und die Ausbil-
dung der Turbulenzkeile statt. Aus der ”Spitze” des Λ-Wirbels entsteht ein Ω-Wirbel
der sich normal zur Wand aufsteilt. Es wird beobachtet, dass dem ersten Ω-Wirbel
weitere folgen, die ebenfalls an der Spitze des Λ-Wirbels generiert werden. In dieser
Phase sind die ”Beine” des Λ-Wirbels stark in Hauptstro¨mungsrichtung gestreckt. Zu-
dem wirken die dargestellten Wirbeleinhu¨llenden hier stark wellig, was auf Anregung
von Fluktuationen mit kleiner Wellenla¨nge schließen la¨sst. Bei x˜/L˜ ≈ 6, 0 vereinigen
sich die beiden Turbulenzkeile resultierend in einem massiven Anstieg des spannweitig
gemittelten Reibungsbeiwerts cf .
Nach dem Vergleich des Reibungsbeiwerts und der koha¨renten Strukturen in der
Grenzschicht soll nun die Entwicklung der Amplituden und Phasengeschwindigkeiten
der Sto¨rungen diskutiert werden. Die Fluktuationen der Geschwindigkeitskomponente
u˜/u˜∞ werden mittels Fourier-Transformation in den Spektralraum u¨berfu¨hrt. Neben
der Transformation der Zeit in eine Frequenz werden Fluktuation in Querstro¨mungs-
richtung in eine Querwellenzahl Fourier-transformiert. Im Folgenden wird die Notation
der einzelnen Moden nach [45] verwendet. Die Mode-(i, j) entspricht dabei Sto¨rungen
mit der i-fachen Frequenz der Hauptanregung i · β0 sowie dem j-fachen der Querwel-
lenzahl j · γ1. In Abbildung 6.6 ist die Amplitude der eingebrachten Sto¨rmoden sowie
ihrer ersten Ho¨herharmonischen u¨ber die Laufla¨nge x˜/L˜ dargestellt. Analysiert ist eine
Ebene parallel zur Plattenoberfla¨che mit y˜/L˜ = 0, 008, da etwa dort das Maximum der
TS-Welle in y-Richtung liegt. Zusa¨tzlich ist in der Abbildung 6.7 die Phasengeschwin-
digkeit der resonanten Sto¨rmoden in der gleichen Ebene (y˜/L˜ = 0, 008) aufgetragen.
Fu¨r den Fall der fundamentalen Resonanz (Abbildungen 6.6 a) und 6.7 a)) steigen
die Amplituden der Mode-(1,0) und Mode-(1,1) bis x˜/L˜ ≈ 3, 0 nahezu gleich stark
an. Da die Phasengeschwindigkeiten in diesem Bereich unterschiedlich groß sind, wird
die Amplitudenentwicklung durch die Theorie der Prima¨rinstabilita¨t beschrieben, weil
aufgrund der unterschiedlichen Phasengeschwindigkeit keine Kopplung zwischen den
Sto¨rmoden besteht. Die beiden Modi werden voneinander unabha¨ngig angefacht. Zwi-
schen x˜/L˜ ≈ 3, 0 und x˜/L˜ ≈ 4, 0 findet eine Synchronisierung beider Modi statt.
Die Phasengeschwindigkeiten gleichen sich an. Die Wachstumsrate der dreidimensio-
nalen Mode-(1,1) ist nun deutlich gro¨ßer als die der zweidimensionalen Mode-(1,0).
Bei etwa x˜/L˜ = 4, 8 ist die Amplitude der zwei- und der dreidimensionalen Sto¨rungen
gleich groß. Die Wirbel in der Grenzschicht weisen hier eine Λ-Form auf. Zwischen
x˜/L˜ ≈ 3, 5 und x˜/L˜ ≈ 4, 8 wird die Entwicklung der Sto¨rungen in der Grenzschicht
maßgeblich durch die Theorie der Sekunda¨rinstabilita¨t beschrieben. Bis zur Position
x˜/L˜ ≈ 4, 5 verla¨uft die Amplitude der ersten Harmonischen etwa parallel zu ihrer zwei-
bzw. dreidimensionalen Sto¨rung (s. Abbildung 6.6 a)). Die Amplituden der Ho¨herhar-
monischen sind aber eine bis zwei Gro¨ßenordnungen kleiner als die der Grundschwin-
gungen. Stromab nehmen nun auch die Amplituden der Ho¨herharmonischen schnell
zu, wa¨hrend die zweidimensionale Sto¨rung zuna¨chst sogar schwa¨cher wird, um ab
x˜/L˜ = 5, 3 wieder anzusteigen.
Fu¨r den Fall der subharmonischen Resonanz (Abbildungen 6.6 b) und 6.7 b)) wer-
den a¨hnliche Tendenzen festgestellt. Die Synchronisierung der Mode-(1,0) und Mode-
(1/2,1) setzt jedoch bereits zwischen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und x˜/L˜ ≈ 2, 5 ein. Zudem ist die Am-
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Abbildung 6.6: Entwicklung der Amplituden unterschiedlicher Sto¨rmoden bei ihrer
Bewegung stromab fu¨r den Fall a) der fundamentalen und b) der subharmonischen
Resonanz fu¨r y˜/L˜ = 0, 008 und Ma∞ = 0, 7.
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Abbildung 6.7: Phasengeschwindigkeiten cph der zwei- und dreidimensionalen Sto¨rung
fu¨r den Fall a) der fundamentalen und b) der subharmonischen Resonanz fu¨r y˜/L˜ =
0, 008 und Ma∞ = 0, 7.
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plitudenzunahme der Mode-(1/2,1) im Bereich der Sekunda¨rinstabilita¨t etwas gro¨ßer
als fu¨r den fundamentalen Resonanzfall. Trotz gro¨ßerer Wachstumsraten, bilden sich
die Λ-Wirbel im Vergleich zur fundamentalen Resonanz unwesentlich weiter stromauf
(x˜/L˜ ≈ 4, 5) aus. Es wird beobachtet, dass die Amplitude der Mode-(1/2,1) vor dem
Einsetzten der Sekunda¨rinstabilita¨t bis x˜/L˜ ≈ 2, 3 abnimmt. Diese Abnahme wird
einerseits auf die lineare Stabilita¨t der Grenzschicht bezu¨glich Sto¨rungen mit der Fre-
quenz β˜1L˜/u˜∞ = 5, 0 zuru¨ckgefu¨hrt. Die minimale, instabile Reynoldszahl fu¨r diese
Sto¨rung betra¨gt etwa Reδ1,inst ≈ 1000 (bestimmt aus Abbildung 3.3), was der Posi-
tion x˜inst/L˜ ≈ 3, 4 entspricht. Andererseits wird beobachtet, dass die Amplitude der
dreidimensionalen Sto¨rung wa¨hrend der Synchronisierung leicht abnimmt (auch fu¨r
den Fall der fundamentalen Resonanz), da deren Wellenla¨nge sich nichtlinear anpasst.
Insgesamt kompensieren sich die anfachenden und da¨mpfenden Effekte, so dass die
Grenzschicht fu¨r beide Fa¨lle etwa an der gleichen Position turbulent wird.
In Abbildung 6.8 ist die Amplitudenverteilung der zwei- und dreidimensionalen Sto¨run-
gen in wandnormale Richtung an unterschiedlichen x-Positionen dargestellt. Nahe des
Sto¨rstreifens bei x˜/L˜ = 1, 61 entspricht die Amplitudenverteilung der zweidimensiona-
len Sto¨rung bereits einer typischen TS-Welle (s. z.B. [73]). Die Amplitudenverteilung
der dreidimensionalen Sto¨rung entspricht qualitativ den Messungen von Kachanov
und Levchenko in [45]. Die Verla¨ufe der zweidimensionalen Mode-(1,0) sind hier fu¨r
den fundamentalen sowie den subharmonischen Resonanzfall wie erwartet deckungs-
gleich. Das Amplitudenmaximum der Mode-(1,0) liegt bei etwa y˜/L˜ ≈ 0, 005. Die
Grenzschichtdicke, nach Blasius berechnet, betra¨gt δ˜99,Blasius/L˜ ≈ 0, 02. Die dreidi-
mensionalen Sto¨rungen unterscheiden sich in der maximalen Amplitude, wobei ihre
Form a¨hnlich ist. Das Maximum der Mode-(1,1) und der Mode-(1/2,1) befindet sich
in etwas gro¨ßerer Entfernung zur Platte als das der zweidimensionalen Sto¨rung bei
y˜/L˜ ≈ 0, 007. Auch bei x˜/L˜ = 4, 05 (Transition dominiert durch Sekunda¨rinstabilita¨t)
ist die Amplitudenverteilung der zweidimensionalen Sto¨rung fu¨r beide Resonanzfa¨lle
identisch. Die Form entspricht weiterhin qualitativ der Form einer TS-Welle. Die ma-
ximale Amplitude ist zwischen x˜/L˜ = 1, 61 und x˜/L˜ = 4, 05 um den Faktor drei
gestiegen. Fu¨r den Fall der fundamentalen Resonanz ist die maximale Amplitude der
Mode-(1,1) um etwa den Faktor vier angewachsen und deren Position hat sich von der
Wand entfernt. Zudem bildet sich bei dieser Mode ein lokales Maximum an der Wand
aus. In den Ergebnissen zur subharmonischen Resonanz hat die Amplitude der Mode-
(1/2,1) zwischen x˜/L˜ = 1, 61 und x˜/L˜ = 4, 05 um eine Gro¨ßenordnung zugenommen.
Bis auf die Entfernung des Maximums von der Wand bleibt ihre Form gleich. An der
Stelle x˜/L˜ = 5, 03 wird eine Vera¨nderung der Amplitudenverteilung der zweidimensio-
nalen Sto¨rung beobachtet. Aus einem Amplitudenmaximum in Wandna¨he entwickelt
sich eine Doppelspitze. Das wandna¨chste Maximum befindet sich bei y˜/L˜ ≈ 0, 003 und
damit bei einem geringeren Wandabstand als das absolute Maximum stromauf. Die
Lage des zweiten Maximums korreliert dagegen gut mit dem Maximum der dreidimen-
sionalen Sto¨rung (y˜/L˜ ≈ 0, 012). Wa¨hrend fu¨r den Fall der fundamentalen Resonanz
beide Maxima der zweidimensionalen Sto¨rung etwa gleich groß sind, ist bei subhar-
monischer Resonanz das Maximum bei y˜/L˜ ≈ 0, 012 etwas sta¨rker ausgepra¨gt. Die
maximale Amplitude der zweidimensionalen Sto¨rung betra¨gt an dieser Position fu¨r
beide Resonanzfa¨lle etwa 2% der Anstro¨mgeschwindigkeit. Die maximale Amplitude
der dreidimensionalen Sto¨rung ist jedoch deutlich gro¨ßer. Fu¨r die fundamentale Re-
sonanz betra¨gt diese etwa 4% der Anstro¨mgeschwindigkeit. Damit ist die Amplitude
zwischen x˜/L˜ = 4, 05 und x˜/L˜ = 5, 03 um etwa eine Gro¨ßenordnung angewachsen.
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Abbildung 6.8: Amplitudenverteilung der zwei- und dreidimensionalen Sto¨rung in
wandnormaler Richtung fu¨r Ma∞ = 0, 7. Links: fundamentaler; rechts: subharmo-
nischer Resonanzfall. Die Grenzschichtdicke (δ˜99,Blasius/L˜) ist nach Blasius berechnet.
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Noch sta¨rker ist die Zunahme der Amplitude der dreidimensionalen Sto¨rung fu¨r den
subharmonischen Resonanzfall und betra¨gt an der Position x˜/L˜ = 5, 03 11% der An-
stro¨mgeschwindigkeit.
6.2 Variation der Druckwellenfrequenz
Die kompressible, transitionale Plattengrenzschicht wird nun mit einer a¨ußeren An-
regung des Drucks u¨berlagert. Die eindimensionalen Druckwellen werden harmonisch
(p˜ = p˜∞ −Δp˜0,ac sin(β˜act˜)) bei x˜/L˜ = 6, 0 außerhalb der Grenzschicht (y˜/L˜ > 0, 056)
eingebracht. Ausschlaggebend fu¨r die Wahl der Position der Druckwellenanregung ist
die Tatsache, dass die Grenzschicht in diesem Bereich ihren Zustand wechselt. So kann
einerseits der Einfluss der stromauf laufenden Druckwellen auf alle Phasen der Transiti-
on mit Ausnahme des Zusammenbruchs untersucht werden. Andererseits sind die Wir-
belstrukturen in der Grenzschicht hier noch relativ klein, befinden sich in Wandna¨he
und ihre Bewegung bis zur dieser Position ist vorhersehbar (s. Abbildung 6.5). Ohne
Druckwellenanregung ist der Druck außerhalb der Grenzschicht stationa¨r und betra¨gt
p˜∞. Weiter stromab, werden Wirbel zufa¨llig in die oberen Grenzschichtbereiche trans-
portiert und verursachen dort lokale Drucka¨nderungen. Um dort eine direkte Wechsel-
wirkung der Wirbel mit der Druckwellenanregung zu vermeiden, mu¨sste diese weiter
von der Wand entfernt werden, was eine sta¨rkere Kru¨mmung der Druckwellenfront (2D
Effekte) zur Folge ha¨tte. Zudem verhindert die Verwendung der ’sponge layer’ eine
Druckwellenanregung am Ausstro¨mrand, da diese bereits in der Na¨he des Austritts-
randes ausdissipieren wu¨rden. Die gewa¨hlte Position der Druckwellenanregung erlaubt
somit eine Bearbeitung der Fragestellung unter Verringerung der verfa¨lschenden Ef-
fekte. Der Einfluss der Druckoszillationen auf die turbulente Grenzschicht stromab der
Position der Druckwellenanregung wird hier nicht betrachtet.
Die Frequenz und damit die Wellenla¨nge der Druckwellen wird zuna¨chst variiert,
wa¨hrend die initiale Druckamplitude Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 konstant gehalten wird. Die-
se initiale Amplitude von 10% des Umgebungsdrucks erscheint zwar relativ hoch,
wird jedoch in den numerischen Simulationen von Profilumstro¨mungen im Bereich
der Druckwellenentstehung an der Hinterkante in gleicher Gro¨ßenordnung beobachtet.
Die Druckamplitude an einer bestimmten Position x˜/L˜ stromauf der Anregung zeigt
zudem eine Frequenzabha¨ngigkeit, da diese wa¨hrend der Ausbreitung nichtlinear ab-
nehmen kann (s. Gleichung 5.7). Die initialen Amplituden der Temperatur- ΔT˜0,ac/T˜∞
und Geschwindigkeitsschwankungen Δu˜0,ac/u˜∞ außerhalb der Grenzschicht sind nach
Gleichungen 5.1 bis 5.3 bestimmt und in der Tabelle 6.2 zusammengefasst.
Unter der Annahme, dass die Druckwelle die zeitlich gemittelte Schallgeschwindig-
keit nicht a¨ndert, betra¨gt die Geschwindigkeit der stromauf laufenden Druckwelle
nach Gleichung 5.5 uac = u˜ac/u˜∞ = 0, 4286. Damit kann die Wellenla¨nge λx,ac ab-
gescha¨tzt werden. Zudem wird die Laufla¨nge (stromauf) bis zur Stoßentstehung x˜′S/L˜
nach Gleichung 5.6 sowie die Ho¨he der akustischen Grenzschicht δ˜ac/L˜ = 2π/λvor
Ma∞ ReL Δp˜0,ac/p˜∞ ΔT˜0,ac/T˜∞ Δu˜0,ac/u˜∞
0, 7 1 · 105 0, 1 0, 0286 0, 102
Tabelle 6.2: Initiale, entdimensionierte Amplituden des Drucks, der Geschwindigkeit
und der Temperatur.
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βac = β˜acL˜/u˜∞ = 2πfac 10, 0 5, 0 2, 0 1, 0
λx,ac = λ˜x,ac/L˜ = uac/fac 0, 269 0, 539 1, 346 2, 693
x˜′S/L˜ 0, 15 0, 3 0, 75 1, 5
δ˜ac/L˜ = 2π/λvor 0, 0089 0, 0126 0, 0199 0, 0281
Tabelle 6.3: Wellenla¨nge der Druckschwankung und die notwendige Laufla¨nge zur
nichtlinearen Ausbildung eines Stoßes.
nach Gleichung 5.8 berechnet und in der Tabelle 6.3 fu¨r die untersuchten Frequenzen
aufgelistet. Bei der gewa¨hlten Amplitude steilt sich die Druckwelle fu¨r alle Anregungs-
frequenzen bereits nach einer Laufla¨nge auf, die kleiner als ihre Wellenla¨nge ist. Auf
diese Weise wird gewa¨hrleistet, dass die transitionale Grenzschicht mit einer Serie von
Verdichtungssto¨ßen und Expansionswellen interagiert. Zudem entspricht die akusti-
sche Grenzschichtdicke δ˜ac/L˜ fu¨r βac = 1, 0 und 2, 0 in etwa der fluidmechanischen
Grenzschichtdicke δ˜99,Blasius/L˜ im Bereich der betrachteten Laufla¨ngen, das nach [74]
die Einkopplung fo¨rdern sollte. Die Simulation wird angehalten, bevor die Druckwelle
den Sto¨rbereich (x˜2/L˜ = 1, 2) erreicht. Dadurch wird eine Wechselwirkung zwischen
stromauf laufenden Druckwellen und der Generierung der TS-Wellen, die die Aussa-
ge der Simulation verfa¨lschen kann, vermieden. Außerdem interagiert die Druckwelle
nicht mit der Vorderkante. Dadurch wird die Vorderkantenrezeptivita¨t ausgeschlossen.
Nach der Eingabe der Druckwellen zum Zeitpunkt t0 wird die Simulation zuna¨chst
fu¨r t˜u˜∞/L˜ = 3, 125 (entspricht etwa fu¨nf Perioden mit β0) ohne Speicherung der
Stro¨mungsgro¨ßen durchgefu¨hrt. Die erste Druckwelle befindet sich zu diesem Zeit-
punkt bei x˜/L˜ ≈ 4, 5. Nun wird die instationa¨re Stro¨mung fu¨r weitere t˜u˜∞/L˜ = 6, 285
(etwa 10 Perioden mit β0) simuliert, gespeichert und analysiert. Unter der Annahme
der Wellenausbreitung mit der Geschwindigkeit uac kann die Position der ersten Druck-
welle beim Beenden der DNS zu x˜/L˜ ≈ 2, 0 approximiert werden. Diese Position ha¨ngt
jedoch maßgeblich von der Form der Druckwelleneingabe ab und wird im Abschnitt
6.3.3 detailliert diskutiert.
6.2.1 Fundamentale Resonanz
In Abbildung 6.9 sind Wirbel zu unterschiedlichen Zeitpunkten mittels Isofla¨chen fu¨r
Q = 5, 0 visualisiert. Gleichzeitig ist die Machzahlverteilung außerhalb der Grenz-
schicht dargestellt, in der die Position der stromauf laufenden Verdichtungssto¨ße de-
tektiert werden kann. Die kleinste Machzahl betra¨gt 0,65, so dass die Machzahlvertei-
lung innerhalb der Grenzschicht nicht aufgelo¨st wird. Die Grundstro¨mung entspricht
hier dem Fall der fundamentalen Resonanz mit β˜0L˜/u˜∞ = β˜1L˜/u˜∞ = 10, 0. Die
Druckwellen werden mit der Kreisfrequenz β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und der Initialamplitu-
de Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 eingebracht. Diese bei Profilumstro¨mungen relevanten Gro¨ßen
sind so gewa¨hlt, dass die Interaktion zwischen den TS und Druckwellen einleuchtend
visualisiert werden kann.
Der Vergleich mit der Grundstro¨mung (s. Abbildung 6.5 a)) zeigt, dass die Gro¨ße und
Form der Wirbel durch die Druckwellen vera¨ndert wird. Die Wellenla¨nge der Druck-
wellen λx,ac ist etwa doppelt so groß wie die der TS-Wellen und a¨ndert sich nicht
maßgeblich in x-Richtung. Erwartungsgema¨ß wird ein ausgepra¨gtes Sa¨gezahnprofil in
der Dichte, der Geschwindigkeit und dem Druck stromauf der Position x˜/L˜ ≈ 5, 0 be-
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a) t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 325
b) t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 505
c) t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 685
Abbildung 6.9: Darstellung der Wirbel mittels Q-Isofla¨chen und die lokale Machzahl-
verteilung bei z˜/L˜ = 0 fu¨r fundamentale Resonanz und Druckwellenanregung mit
β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 6.10: Momentane Druckverteilung außerhalb der Grenzschicht bei y˜/L˜ =
0, 5 fu¨r fundamentale Resonanz und Druckwellenanregung mit β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 zum
Zeitpunkt t˜u˜∞/L˜ = t0 + 9, 45.
obachtet. Dabei verzo¨gern die einzelnen Verdichtungssto¨ße die Stro¨mung schlagartig,
wa¨hrend die nachfolgenden Expansionswellen diese wieder kontinuierlich beschleuni-
gen. Die Ergebnisse der linearen Stabilita¨tstheorie sagen ein Wachstum der TS-Wellen
beim positiven und eine Da¨mpfung beim negativen Druckgradienten voraus. Im Falle
des Verdichtungsstoßes wirkt der Druckgradient schlagartig auf einem relativ kleinen
Bereich. Eine massive Vergro¨ßerung des Wirbels wird beim Passieren des Verdich-
tungsstoßes beobachtet, was auf eine Zunahme der Wirbelsta¨rke zuru¨ckgefu¨hrt wird.
Stromab wird der Wirbel wieder kleiner bis sich eine Interaktion mit dem na¨chsten
Stoß ereignet. Diese periodische Zu- und Abnahme der Wirbelsta¨rke aufgrund der In-
teraktion mit den Druckwellen ist mit der Entwicklung von Prima¨r- und Sekunda¨rin-
stabilita¨ten innerhalb der Grenzschicht u¨berlagert. Vergleicht man zwei Wirbel, die
den gleichen Abstand relativ zum na¨chsten Verdichtungsstoß aufweisen (z.B. in Ab-
bildung 6.9 a) bei x˜/L˜ = 3, 75 und x˜/L˜ = 4, 25), so wird ein Wachstum der Wirbel
beim Transport stromab beobachtet. Die Grenzschicht durchla¨uft dabei die gleichen
Phasen der Transition wie eine Grenzschicht ohne a¨ußere Drucksto¨rungen. Zudem
wird festgestellt, dass der Verdichtungsstoß einen in Querstro¨mungsrichtung orientier-
ten Wirbelvektor in der Grenzschicht induziert. Dieser schwache Wirbel folgt jedem
Verdichtungsstoß stromauf, ist jedoch aufgrund des gewa¨hlten Wertes fu¨r Q nicht im-
mer sichtbar. Bei einer U¨berlagerung mit der Wirbelsta¨rke der TS-Wellen wird dieser
stoßinduzierte Wirbel sichtbar (s. z.B. Abbildung 6.9 b) bei x˜/L˜ = 5, 1). Die beobach-
tete Forma¨nderung der Wirbel wird ebenfalls auf die U¨berlagerung der Wirbelvektoren
zuru¨ckgefu¨hrt. So wirkt der Λ-Wirbel in Abbildung 6.9 c) bei x˜/L˜ = 4, 4 stark verformt
und gestreckt. Nach vollsta¨ndiger Interaktion mit dem Verdichtungsstoß entspricht die
Form wieder einem typischen Λ-Wirbel.
Neben der Modifikation der Gro¨ße der koha¨renten Strukturen in der Grenzschicht
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a¨ndern sich auch Form und Amplitude der stromauf laufenden Druckwellen außerhalb
der Grenzschicht. In Kapitel 5 wurde die Entwicklung der Druckwellen bei der Be-
wegung stromauf detailliert beschrieben. Ein Vergleich mit theoretischen Vorhersagen
nach Gleichung 5.7 soll hier am Beispiel der Ergebnisse der DNS mit β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0
und Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 durchgefu¨hrt werden. Hierzu wird die momentane Druckver-
teilung zum Zeitpunkt des Simulationsendes (t0 + 9, 45) außerhalb der Grenzschicht
(y˜/L˜ = 0, 5) betrachtet (s. Abbildung 6.10). Analog zu den Ergebnissen in Kapitel 5
a¨ndert sich der Grundzustand der Stro¨mung durch eine Interaktion mit den Druck-
wellen bei der gewa¨hlten Amplitude von Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1. Der zeitlich gemittelte
Druck betra¨gt im Bereich zwischen x˜/L˜ = 5, 0 und x˜/L˜ ≈ 2, 0 etwa ¯˜p/p˜∞ = 1, 02.
Der Anstieg auf dieses Niveau vollzieht sich kurz nach der Ausbildung des ersten Sto-
ßes (x˜/L˜ ≈ 5, 0). Also wirkt ein zeitlich gemittelter Druckgradient in x-Richtung im
Bereich der Ausbildung des Verdichtungsstoßes. Weiter stromauf ist der zeitlich gemit-
telte Druck in x-Richtung konstant, unterscheidet sich jedoch leicht von dem Wert der
Grundstro¨mung und vera¨ndert diese. Zudem wird festgestellt, dass sich der mittlere
Druck mit der Anregungsfrequenz der Druckwellen unwesentlich a¨ndert. Die Abnahme
des Drucksprungs u¨ber den Verdichtungsstoß deckt sich gut mit dem theoretischen Ver-
lauf nach Gleichung 5.7. Dieser nimmt von 20% des Referenzdrucks (2 ·Δp˜0,ac/p˜∞) bei
x˜/L˜ = 5, 5 auf etwa 5% bei x˜/L˜ = 2, 0 ab und ist stark frequenzabha¨ngig. Zudem wird
ein schwacher Druckgradient in y-Richtung detektiert, der durch koha¨rente Strukturen
in der Grenzschicht verursacht wird. Dieser ist in der Grenzschicht am gro¨ßten und
nimmt mit zunehmendem Wandabstand ab. In Abbildung 6.9 la¨sst sich dieser Gradient
in wandnormaler Richtung ebenfalls erkennen. Fu¨r die dargestellte Machzahl ist dieser
jedoch deutlich sta¨rker ausgepra¨gt als fu¨r den Druck, der bei Grenzschichtstro¨mungen
von außen aufgepra¨gt wird.
Sowohl die TS-Wellen als auch die Druckwellen verursachen eine A¨nderung des Rei-
bungsbeiwerts cf . In Abbildung 6.11 ist die momentane Verteilung des spannweitig ge-
mittelten Reibungsbeiwerts zu verschiedenen Zeitpunkten dargestellt. Der Zeitpunkt
t˜0+8, 795L˜/u˜∞ entspricht dabei dem Anfang der siebten Anregungsperiode der Druck-
wellen. Die A¨nderung des Reibungsbeiwerts aufgrund der stromauf laufenden Druck-
wellen ist fu¨r die gewa¨hlte Amplitude dominanter als die der TS-Wellen. Am Ort der
Eingabe bei x˜/L˜ = 6, 0 wird zeitweise sogar ein negativer Reibungsbeiwert gemessen,
der auf instationa¨re Ablo¨se- bzw. Ru¨ckstro¨mgebiete schließen la¨sst. Weiter stromauf
nimmt einerseits der laminare, zeitlich gemittelte Reibungsbeiwert zu. Andererseits
verringert sich die Amplitude der Druckschwankungen und damit die des druckwellen-
induzierten Reibungsbeiwerts. Die instationa¨re Ablo¨seneigung der Grenzschicht nimmt
damit ab. Die Amplitude des druckwelleninduzierten Reibungsbeiwerts Δcf,ac kann im
ruhenden Medium unter der Annahme μ˜w = μ˜∞ aus dem Amplitudenverlauf der druck-
welleninduzierten Geschwindigkeitsverteilung in wandnormaler Richtung (s. Gleichung
5.8) bestimmt werden und betra¨gt:
Δcf,ac =
2
√
2λvor
ReL
Δu˜e,ac/u˜∞. (6.4)
Hierbei ist Δu˜e,ac/u˜∞ die Amplitude der druckinduzierten Geschwindigkeitsschwan-
kung außerhalb der akustischen Grenzschicht, die nach Gleichung 5.3 in Relation zur
Druckamplitude an dieser Stelle gebracht werden kann. Numerische Simulationen in
[74] zeigen, dass bei der Existenz einer stro¨mungsdynamischen Grenzschicht die Am-
plitude des Reibungsbeiwerts gro¨ßer ist als im ruhenden Medium. Trotzdem kann die
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Abbildung 6.11: Momentaner, spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf fu¨r die fun-
damentale Resonanz und eine Druckwellenanregung mit β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 zum Zeit-
punkt t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 795 und t˜u˜∞/L˜ = t0 + 9, 110.
Gleichung 6.4 zur Abscha¨tzung der Gro¨ßenordnung verwendet werden. Der interessier-
te Leser findet in [74] zudem eine Diskussion der typischen Form der druckwellenin-
duzierten Ru¨ckstro¨mgebiete in laminaren Grenzschichten.
Die beiden Zeitpunkte in Abbildung 6.11 sind so gewa¨hlt, dass die TS-Welle sich in glei-
cher Position relativ zur Druckwelle befindet. Der Zeitunterschied entspricht etwa einer
halben Periode der TS-Welle. Die beiden Verteilungen des Reibungsbeiwerts wirken
dadurch stromauf verschoben. Insbesondere im Bereich der Entwicklung der TS-Wellen
kann der Abstand und die Zeitdifferenz zwischen beiden Schrieben zur Abscha¨tzung der
Wellengeschwindigkeit der stromauf laufenden Druckwellen verwendet werden. Diese
wird hier zu u˜ac,DNS/u˜∞ ≈ 0, 44 ± 0, 03 (Δx˜/L˜ = 0, 14 ± 0, 01, Δt˜u˜∞/L˜ = 0, 315)
bestimmt und stimmt recht gut mit u˜ac/u˜∞ = (1/Ma∞ − 1) = 0, 4286 u¨berein.
Die bislang vorgestellten Ergebnisse besta¨tigen eine instationa¨re Interaktion der Druck-
wellen und der TS-Wellen. Im Folgenden soll die Frage eines zeitlich gemittelten
Einflusses der stromauf laufenden Druckwellen auf die Transition beantwortet wer-
den. Dies soll einerseits am Vergleich der Entwicklung der Amplitudenverteilung der
Prima¨r- und Sekunda¨rsto¨rungen fu¨r unterschiedliche Druckanregungen, andererseits
am Verlauf des zeitlich gemittelten Reibungsbeiwertes diskutiert werden.
In Abbildung 6.12 ist die Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden (Mode-
(1,0) und Mode-(1,1)) fu¨r unterschiedliche Anregungsfrequenzen der Druckwellen βac
dargestellt. Analog zur Analyse der Grundstro¨mung werden hierzu Schwankungen der
Geschwindigkeitskomponente u˜/u˜∞ in der wandparallelen Ebene mit y˜/L˜ = 0, 008
fu¨r zehn Perioden der TS-Welle Fourier-transformiert. Da die stromauf laufenden
Druckwellen an unterschiedlichen Positionen x˜/L˜ aufgrund der begrenzten Simula-
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Abbildung 6.12: Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden bei fundamentaler
Resonanz (y˜/L˜ = 0, 008 und Ma∞ = 0, 7) fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 und unterschiedlichen
Frequenzen.
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Abbildung 6.13: Zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf fu¨r funda-
mentale Resonanz und Druckwellenanregung mit Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 und unterschiedli-
chen Frequenzen bei Ma∞ = 0, 7.
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tionsdauer unterschiedlich lang mit der Grenzschicht interagieren, weisen die Verla¨ufe
der zweidimensionalen Mode Fluktuationen auf. Fu¨r Frequenzen von β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0
und 5, 0 schwingt der Verlauf der Mode-(1,0) im Wesentlichen um den der Grund-
stro¨mung. Auch der Verlauf der dreidimensionalen Mode entspricht qualitativ der
Grundstro¨mung. Die Synchronisierung findet analog zur DNS ohne Druckanregung
bei x˜/L˜ ≈ 3, 5 statt. Die Wachstumsraten sind wa¨hrend der Sekunda¨rinstabilita¨t
(x˜/L˜ > 3, 5) nahezu identisch. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 werden etwas ho¨here Amplituden
der dreidimensionalen Sto¨rung stromab der Position x˜/L˜ ≈ 4, 5 detektiert. Auch fu¨r
eine Frequenz der Druckwellenanregung von β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 unterscheidet sich die
Entwicklung der Amplituden nicht stark von der Grundstro¨mung (s. Abbildung 6.12).
Die Sa¨ttigung der Mode-(1,0) und die folgende Abnahme (in der Grundstro¨mung bei
x˜/L˜ ≈ 4, 5) ist fu¨r diese Frequenz leicht stromauf verschoben. Der Verlauf der Ampli-
tude der Mode-(1,1) folgt qualitativ dem der Grundstro¨mung, weist jedoch stromab
von x˜/L˜ = 2, 5 etwas niedrigere Werte auf. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 werden im Verlauf der
Amplituden deutliche Unterschiede festgestellt. Die Amplitude der Mode-(1,0) nimmt
stromab der Position x˜/L˜ ≈ 3, 5 im Vergleich zu den bislang vorgestellten Ergebnissen
deutlich ab. Auch fu¨r die dreidimensionale Mode-(1,1) werden kleinere Amplituden
detektiert. Qualitativ folgt der Verlauf dieser Mode stromauf der Position x˜/L˜ ≈ 3
dem Verlauf der Grundstro¨mung. Zwischen x˜/L˜ ≈ 4, 2 und etwa 4, 7 flacht die Kurve
jedoch ab. Die Amplituden der zwei- und der dreidimensionalen Sto¨rungen sind hier
etwa gleich groß und der resonante Energietransfer zu den dreidimensionalen Sto¨run-
gen wird unterbrochen. Stromab der Position x˜/L˜ ≈ 4, 5 nimmt die Amplitude der
zweidimensionalen Sto¨rung wieder zu. Das resonante Wachstum der dreidimensionalen
Mode setzt ab der Position x˜/L˜ ≈ 5 wieder an. Die hier beobachteten Amplifikations-
raten (Steigung der Amplitude) beider Sto¨rmodi sind deutlich gro¨ßer als die resonanten
Wachstumsraten der dreidimensionalen Mode der Grundstro¨mung zwischen x˜/L˜ ≈ 3, 5
und etwa 5.
In Abbildung 6.13 sind die zeitlich und spannweitig gemittelten Reibungsbeiwerte
fu¨r die Simulationen mit unterschiedlichen Frequenzen der Druckwellenanregungen
dargestellt und mit dem Ergebnis der Grundstro¨mung verglichen. Der zeitlich und
spannweitig gemittelte Reibungsbeiwert bilanziert die unterschiedlichen Einflu¨sse. Ei-
ne Verschiebung der Position des U¨bergangs des Reibungsbeiwerts zwischen dem la-
minaren und dem turbulenten Niveau kann direkt als eine Verschiebung der Transi-
tion interpretiert werden. In Analogie zu den Ergebnissen der modalen Entwicklung
(s. Abbildung 6.12) ist fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 und 5, 0 der Verlauf des Reibungsbei-
werts mit dem der Grundstro¨mung nahezu deckungsgleich. Etwas ho¨here Werte wer-
den fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 im Bereich zwischen x˜/L˜ ≈ 5, 0 und etwa 6, 0 festgestellt.
Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 steigt der Verlauf des Reibungsbeiwerts im Vergleich zur Grund-
stro¨mung stromab von x˜/L˜ = 6, 0 bis zum Erreichen des turbulenten Niveaus etwas
weniger stark an. Da stromauf der Position der Druckwellengenerierung der zeitlich
und spannweitig gemittelte Reibungsbeiwert dem der Grundstro¨mung entspricht, ist
die Abweichung stromab durch die Interaktion der stromab laufenden Druckwellen mit
der Grenzschicht verursacht. Diese wird hier jedoch nicht weiter analysiert. Der Ver-
lauf des Reibungsbeiwerts fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 ist, verglichen mit der Grundstro¨mung,
stromab der Position x˜/L˜ ≈ 4, 0 bis zum Erreichen des turbulenten Niveaus, zu et-
was kleineren Werten hin verschoben. Die Position des Zusammenbruchs wird jedoch
nicht signifikant verschoben. Analog zu den Ergebnissen der Amplitudenverteilung (s.
Abbildung 6.12) werden fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 die gro¨ßten A¨nderungen gegenu¨ber der
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Grundstro¨mung festgestellt. Dies mag im ersten Augenblick verwirrend erscheinen, da
fu¨r βac → 0 erwartet wird, dass das Verhalten der Grundstro¨mung auftritt. Die Druck-
wellenfrequenz mu¨sste dazu jedoch wesentlich kleiner als βac = 1, 0 gewa¨hlt werden.
So interagiert fu¨r βac = 1, 0 wa¨hrend der Simulationszeit etwa eine Druckwelle mit der
Grenzschicht. Beim halbieren der Anregungsfrequenz (βac = 0, 5) wu¨rde die Grenz-
schicht abha¨ngig vom initialen Phasenwinkel nur eine Kompression oder Expansion
erfahren und der Einfluss auf die Transition wu¨rde weiter steigen. Erst fu¨r Frequenzen
der Gro¨ßenordnung βac ≈ 0, 001 wa¨re der Druckanstieg vernachla¨ssigbar. Frequenzen
dieser Gro¨ßenordnung werden hier jedoch nicht betrachtet, da diese Arbeit durch hoch-
frequente Druckwellenanregung an Profilhinterkanten motiviert ist.
Im Verlauf des Reibungsbeiwert fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 ist zuna¨chst das Verhalten zwi-
schen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und etwa 4, 0 mit einem Maximum bei x˜/L˜ ≈ 3, 3 auffa¨llig. Die
Differenz zwischen x˜/L˜ = 2, 0 und 3, 3 entspricht etwa der halben Wellenla¨nge der
Druckwelle 0, 5λ˜ac/L˜. Die Ursache fu¨r dieses lokale Maximum im Bereich der ersten
halben Wellenla¨nge ist die Interaktion der voraus laufenden Expansionswelle mit der
ungesto¨rten Grundstro¨mung, die beim Beenden der Simulation von der nachfolgen-
den Kompression noch nicht eingeholt wurde. Auch bei ho¨herfrequenter Druckanre-
gung wird dieses Verhalten detektiert. Es ist jedoch aus mehreren Gru¨nden deutlich
schwa¨cher ausgepra¨gt. Einerseits nimmt die Wellenla¨nge der Druckwelle mit steigender
Anregungsfrequenz ab, so dass der Bereich, der bei Simulationsende nur eine Expansion
bzw. Kompression erfahren hat, kleiner wird. Andererseits nimmt nach der Ausbildung
des Sa¨gezahnprofils die Druckwellenamplitude mit zunehmender Frequenz nichtlinear
ab (s. Gleichung 5.7).
Stromab der Position x˜/L˜ ≈ 4, 5 ist der Einfluss der voraus laufenden Expansion und
der nachfolgenden Kompression fu¨r alle Druckanregungsfrequenzen gleich, da die Zeit-
spanne fu¨r die zeitliche Mittelung hier einem Vielfachen der Druckwellenperiode ent-
spricht. Der Reibungsbeiwert verla¨uft hier fu¨r βac = 1, 0 zwischen x˜/L˜ ≈ 4, 0 und etwa
5, 5 parallel zum Verlauf der Grundstro¨mung, jedoch um Δcf ≈ 0, 0002 nach unten
verschoben. In diesem Bereich sind die Amplituden der Sto¨rmoden fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0
teilweise eine Gro¨ßenordnungen kleiner als die der Grundstro¨mung oder bei ho¨her-
frequenter Anregung. Weiter stromab wird zwar ein Anstieg des Reibungsbeiwerts
beobachtet, das turbulente Niveau wird aber nicht erreicht. Insgesamt verschiebt sich
die Transition fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 deutlich stromab. Der Zusammenbruch vollzieht
sich fu¨r diese Frequenz nicht mehr schlagartig, sondern u¨ber eine gro¨ßere Distanz.
Die Angabe einer kritischen Reynoldszahl basierend z.B. auf den gro¨ßten Anstieg des
Reibungsbeiwerts wie im Falle der Grundstro¨mung, wu¨rde hier zu einer Fehlinterpre-
tation fu¨hren. Wenn stattdessen die Reynoldszahl an der Position, an der sich der
Reibungsbeiwert fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 mit den anderen Verla¨ufen deckt (x˜/L˜ ≈ 8, 0),
als kritische Reynoldszahl definiert wird, ergibt sich im Vergleich zur Grundstro¨mung
eine A¨nderung von ΔRekrit ≈ 1, 5 · 105.
In den Abbildungen 6.14 a) und b) ist die Amplitudenverteilung der zwei- und drei-
dimensionalen Sto¨rmoden in wandnormaler Richtung an der Stelle x˜/L˜ = 4, 05 dar-
gestellt. Der Druckschrieb wird an dieser Stelle in einen Abschnitt vor und nach dem
Eintreffen der Druckwelle unterteilt und diese separat analysiert. Wie erwartet, ent-
spricht die Amplitudenverteilung der DNS mit Druckwellenanregung vor dem Eintref-
fen der Druckwelle dem Ergebnis der Grundstro¨mung (s. Abbildung 6.14 a)). Eine
Stromaufwirkung der Druckwelle durch die Grenzschicht ist somit nicht nachweisbar.
Nach dem Eintreffen der Druckwelle a¨ndert sich der Amplitudenverlauf quantitativ (s.
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Abbildung 6.14: Amplitudenverteilung der zwei- und dreidimensionalen Sto¨rung in
wandnormaler Richtung fu¨r den fundamentalen Resonanzfall bei x˜/L˜ = 4, 05 a) vor
und b) nach der Interaktion mit den Druckwellen unterschiedlicher Frequenz, sowie
bei x˜/L˜ = 5, 03 nach der Interaktion.
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Abbildung 6.14 b)). Der qualitative Verlauf bleibt jedoch erhalten. Die Mode-(1,0)
zeigt ein globales Maximum bei y˜/L˜ ≈ 0, 005 und ein weiteres lokales Maximum
bei etwa y˜/L˜ ≈ 0, 035. Bei y˜/L˜ ≈ 0, 02 geht die Amplitude, verbunden mit einem
Sprung im Phasenwinkel, durch Null. Die Mode-(1,1) weist ein globales Maximum bei
y˜/L˜ ≈ 0, 01 auf. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 ist das globale Maximum der Mode-(1,0) um
etwa 5% kleiner im Vergleich zur Grundstro¨mung. Das lokale Maximum dieser Mode
ist aber um 30% gro¨ßer. Insgesamt ist das Verha¨ltnis zwischen dem globalen und dem
lokalen Maximum verfa¨lscht. Eine ungesto¨rte TS-Welle weist nach beispielsweise [73]
ein Verha¨ltnis von 25-30% auf. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 betra¨gt dieses aber etwa 45%. Da
die Druckwellenfrequenz in diesem Fall der Frequenz der zweidimensionalen Sto¨rung
(β˜0L˜/u˜∞ = 10, 0) entspricht, besteht durch eine Fourier-Analyse keine Mo¨glichkeit die
Amplituden der beiden Quellen zu trennen. Die Amplituden der TS und der Druck-
welle sind somit vermischt und nur der Gesamtverlauf kann analysiert werden. Die
maximale Amplitude der dreidimensionalen Sto¨rmode-(1,1) liegt fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0
sowie fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 innerhalb der Strichsta¨rke des Verlaufs der Grundstro¨mung.
Die Amplitudenverteilung der zweidimensionalen Mode-(1,0) weist fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0
insgesamt etwas gro¨ßere Werte auf. Eine deutliche Abnahme in der Amplitude der
zwei- und dreidimensionalen Moden wird fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 festgestellt. Die globalen
Maxima der Mode-(1,0) sowie der Mode-(1,1) betragen hier etwa 85% des Wertes der
Grundstro¨mung. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 kann an dieser Position keine aussagekra¨ftige
Analyse erfolgen, da die Druckwelle hier u¨ber eine unvollsta¨ndige Periode wirkt.
In den Abbildungen 6.14 c), d) und e) ist die Amplitudenverteilung unterschiedlicher
Moden in wandnormaler Richtung an der Stelle x˜/L˜ = 5, 03 nach dem Eintreffen der
Druckwelle dargestellt. Die gro¨ßte maximale Amplitude der Mode-(1,0) weist die DNS
mit β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 auf. Im Vergleich zur Grundstro¨mung ist diese hier etwa doppelt
so groß. Jedoch entspricht die Mode-(1,0) auch der akustischen Mode, so dass eine
klare Zuordnung der Amplituden zu unterschiedlichen Mechanismen nicht mo¨glich ist.
Die Verla¨ufe der Amplitude der Mode-(1,0) sind fu¨r die Grundstro¨mung und fu¨r den
Fall β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 bei y˜/L˜ < 0, 06 nahezu deckungsgleich. Erst außerhalb der Grenz-
schicht (δ˜99,Blasius/L˜ = 0, 035) nimmt die Abweichung zu. Der Verlauf der Mode-(1,0)
wird hier analog zu β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 auch fu¨r niederfrequentere Anregungen durch
Ho¨herharmonische der Druckanregung leicht verfa¨lscht. Da die Energie einer Ho¨her-
harmonischen im Vergleich zur Grundfrequenz einige Gro¨ßenordnungen kleiner ist,
ist der Einfluss im Vergleich zur Anregung mit β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 jedoch gering. Fu¨r
β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 ist die Amplitude der Mode-(1,0) verglichen mit der Grundstro¨mung
etwas geringer. Zudem ist die in der Grundstro¨mung beobachtete Doppelspitze hier
noch nicht vollsta¨ndig ausgebildet, was auf ein geringeres resonantes Wachstum schlie-
ßen la¨sst. Im Vergleich dazu ist die Amplitude der Mode-(1,0) fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0
gro¨ßer als fu¨r die Grundstro¨mung. Jedoch ist das wandnahe Maximum im Vergleich
zum wandfernen deutlich sta¨rker ausgepra¨gt. So ist das Maximum bei y˜/L˜ ≈ 0, 005
etwa 40% gro¨ßer, wa¨hrend das Maximum bei y˜/L˜ ≈ 0, 012 nur 17% gro¨ßere Amplitu-
den aufweist.
Der Einfluss der Druckanregung auf die dreidimensionale Mode-(1,1) (s. Abbildung
6.14 d)) ist an dieser Position deutlich ausgepra¨gt. Analog zur Abbildung 6.12 wird
eine Abnahme der maximalen Amplitude mit abnehmender Anregungsfrequenz fest-
gestellt. Der Verlauf der dreidimensionalen Mode-(1,1) entspricht fu¨r alle untersuchten
Anregungsfrequenzen qualitativ dem der Grundstro¨mung an dieser Stelle. Die gro¨ßte
maximale Amplitude weist die Stro¨mung mit β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 auf. Diese ist hier
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verglichen mit derjenigen der Grundstro¨mung um 17% gro¨ßer. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0
betra¨gt die maximale Amplitude etwa 1,6% der Referenzgeschwindigkeit u˜∞ und ist
damit um den Faktor 2,5 kleiner als in der Grundstro¨mung. Um die Gro¨ßenordnung
der maximalen Amplituden der zwei- und dreidimensionalen Moden der TS-Welle mit
der Amplitude der Druckwellen zu vergleichen, ist die akustische Mode in Abbildung
6.14 e) dargestellt. Unter der akustischen Mode soll im Folgenden die zweidimensionale
Mode mit β = βac und γ = 0 verstanden werden. Die Amplitude der akustischen Mode
entspricht damit fu¨r βac = β0 der durch Druckwellen induzierten Geschwindigkeitsam-
plitude. Die akustische Mode fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 entspricht damit der Mode-(1/10, 0)
in der bislang verwendeten Notation. Wie erwartet, weisen die Druckwellen mit der
kleinsten Frequenz die gro¨ßten Amplituden auf, da die nichtlineare Abnahme der Am-
plitude schwa¨cher ausfa¨llt (vergl. x′s und Gleichung 5.7). Die maximale Amplitude der
akustischen Mode betra¨gt fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 etwa 25% von u˜∞. Im Vergleich dazu
betra¨gt in dieser Simulation die maximale Amplitude der zweidimensionalen Mode nur
3% und der dreidimensionalen Mode-(1,1) sogar nur 1,5%. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 sind
die maximalen Amplituden der akustischen und der dreidimensionalen Mode ungefa¨hr
gleich groß und betragen etwa 4%, wa¨hrend die maximale Amplitude der Mode-(1,0)
nur halb so groß ist. Die sta¨rkste Druckanregung tritt also bei der niedrigsten Frequenz
β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 auf und bewirkt eine Verschiebung der Transition stromab. Der Grund
fu¨r die Verschiebung stromab und nicht stromauf ist die Tatsache, dass in diesem Fall
ein großer Teil der Grenzschicht (zu Simulationsende zwischen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und 3, 3)
nur eine transitionsverzo¨gernde Wirkung der initialen Expansionswelle erfahren hat.
In Abbildung 6.14 e) wird zudem eine Verschiebung des Maximums der akustischen
Mode mit zunehmender Frequenz zur Wand hin beobachtet, was mit der Theorie der
akustischen Grenzschicht u¨bereinstimmt. Damit tritt die sta¨rkste Druckwellenwirkung
abha¨ngig von der Frequenz jeweils in einem anderen Wandabstand auf, der proportio-
nal zur akustischen Grenzschichtdicke δac ist.
6.2.2 Subharmonische Resonanz
In Abbildung 6.15 sind Wirbel zu unterschiedlichen Zeitpunkten mittels Isofla¨chen fu¨r
Q = 5, 0 visualisiert und mit der lokalen Machzahl eingefa¨rbt. Gleichzeitig ist die Mach-
zahlverteilung außerhalb der Grenzschicht dargestellt, in der die Position der stromauf
laufenden Verdichtungssto¨ße detektiert werden kann. Die Grundstro¨mung entspricht
hier dem Fall der subharmonischen Resonanz mit β˜0L˜/u˜∞ = 10, 0 und β˜1L˜/u˜∞ = 5, 0.
Die Druckwellen werden mit der Kreisfrequenz β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und der Initialam-
plitude Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 eingebracht. Analog zu den Ergebnissen der fundamentalen
Resonanz wird eine periodische Zu- und Abnahme der Wirbelsta¨rke der TS-Wellen
beobachtet. Diese a¨ndern bei der Interaktion mit den Druckwellen vorwiegend ihre
Gro¨ße. Die instationa¨re Wechselwirkung u¨berlagert die Entwicklung der Prima¨r- und
Sekunda¨rinstabilita¨ten innerhalb der Grenzschicht, die qualitativ a¨hnlich zu der Ent-
wicklung in Grenzschichten ohne a¨ußere Druckanregung verla¨uft. In der Phase der
resonanten Anfachung von Sekunda¨rsto¨rungen weisen die Wirbel eine fu¨r subharmoni-
sche Resonanz typische Anordnung auf. Sowohl die Ergebnisse der fundamentalen als
auch der subharmonischen Resonanz zeigen, dass die a¨ußeren Drucksto¨rungen, trotz
ihrer hohen Amplituden, die Resonanzart nicht vera¨ndern. In Abbildung 6.16 ist die
Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden (Mode-(1,0) und Mode-(1/2,1))
fu¨r unterschiedliche Anregungsfrequenzen der Druckwellen dargestellt. Schwankungen
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a) t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 325
b) t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 505
c) t˜u˜∞/L˜ = t0 + 8, 685
Abbildung 6.15: Darstellung der Wirbel mittels Q-Isofla¨chen und die lokale Machzahl-
verteilung bei z˜/L˜ = 0 fu¨r subharmonische Resonanz und Druckwellenanregung mit
β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 zu verschiedenen Zeitpunkten.
6.2. Variation der Druckwellenfrequenz 101
der Geschwindigkeitskomponente u˜/u˜∞ werden dazu in der Ebene y˜/L˜ = 0, 008 fu¨r
zehn Perioden (mit β0) der TS-Welle Fourier transformiert. Analog zu den Ergeb-
nissen der fundamentalen Resonanz weisen die Verla¨ufe der zweidimensionalen Mode
Fluktuationen auf, wa¨hrend die Verla¨ufe der dreidimensionalen Mode relativ glatt
sind. Fu¨r Frequenzen von β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 und 5, 0 zeigt der Verlauf der Mode-(1,0)
ein schwingungsa¨hnliches Verhalten um den der Grundstro¨mung. Die Schwankungen
sind im Vergleich zu denjenigen bei niedrigeren Anregungsfrequenzen jedoch gering.
Die Entwicklung der Mode-(1/2,1) verla¨uft identisch zu der Grundstro¨mung. Fu¨r die
Anregungsfrequenz von β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 sind die Amplituden der zwei- und der drei-
dimensionalen Sto¨rmode fu¨r x˜/L˜ > 3, 5 etwas kleiner im Vergleich zu der Grund-
stro¨mung. Eine deutliche Abweichung wird fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 festgestellt. Hier sind
die Amplituden der zwei- und der dreidimensionalen Sto¨rungen an der gleichen Po-
sition fu¨r x˜/L˜ > 3, 5 im Vergleich zu der Grundstro¨mung ohne Druckwellenanregung
teilweise um den Faktor zwei kleiner. Der Verlauf der dreidimensionalen Sto¨rmode fu¨r
x˜/L˜ < 2, 5 ist unabha¨ngig von der Anregungsfrequenz und zeigt somit keinen Einfluss
auf die Position der Synchronisierung bei untersuchter Konfiguration. Beim Vergleich
der Entwicklung der Anregungsmoden bei einer gegebenen Frequenz zwischen dem fun-
damentalen und dem subharmonischen Resonanzfall (vergl. Abbildung 6.12 und 6.16)
zeigt sich, dass fu¨r beide Fa¨lle die dreidimensionale Mode eine gro¨ßere Abha¨ngigkeit
von der Druckwellenanregung aufweist als die zweidimensionale Mode. Zudem ist der
Einfluss bei fundamentaler Resonanz sta¨rker ausgepra¨gt.
In Abbildung 6.17 ist der zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf fu¨r
die subharmonische Resonanz und Druckwellenanregung mit unterschiedlichen Fre-
quenzen dargestellt. Fu¨r Anregungsfrequenzen von βac = β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 und 5, 0
entspricht der Verlauf des Reibungsbeiwerts dem der Grundstro¨mung. Der Wert des
Reibungsbeiwerts erreicht das Niveau einer turbulenten Grenzschicht bei x˜/L˜ ≈ 6, 5
. Fu¨r eine Anregungsfrequenz von β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 wird zwischen x˜/L˜ ≈ 4, 5 und
x ≈ 5, 5 ein Versatz des Reibungsbeiwerts zu etwas kleineren Werten im Vergleich zur
Grundstro¨mung festgestellt. Der Anstieg des Reibungsbeiwerts zu turbulenten Werten
befindet sich nahezu an der selben Position wie fu¨r die Fa¨lle mit ho¨heren Anregungsfre-
quenzen. Die gro¨ßte Abweichung von der Grundstro¨mung wird fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 zwi-
schen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und etwa 4, 5 festgestellt. Im Bereich zwischen x˜/L˜ ≈ 4, 5 und x ≈ 6, 5
ist der Verlauf zu etwas ho¨heren x-Werten verschoben. Diese Verschiebung ist jedoch
gering und entspricht einer A¨nderung der kritischen Reynoldszahl von ΔRekrit,L ≈ 104
im Vergleich zu Rekrit,L ≈ 5, 5 · 105 in der Grundstro¨mung.
In Abbildung 6.18 a) und b) sind die Amplitudenverteilungen der zwei- und dreidi-
mensionalen Sto¨rmoden in wandnormaler Richtung an der Stelle x˜/L˜ = 3, 56 darge-
stellt. Der Druckschrieb wird an dieser Stelle in einen Abschnitt vor und nach dem
Eintreffen der Druckwelle unterteilt und diese separat analysiert. Wie erwartet, ent-
spricht die Amplitudenverteilung der DNS mit Druckwellenanregung dem Ergebnis
der Grundstro¨mung vor dem Eintreffen der Druckwelle (s. Abbildung 6.18 a)). Nach
dem Eintreffen der Druckwelle a¨ndert sich der Amplitudenverlauf fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0
und 2, 0 quantitativ (s. Abbildung 6.18 b)). Der Verlauf der zweidimensionalen Mode
entspricht aber qualitativ weiterhin dem einer TS-Welle. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 nimmt
die Amplitude innerhalb der gesamten Grenzschicht ab, wa¨hrend fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0
die Amplitude von der Wand bis zum Nullduchgang bei y˜/L˜ ≈ 0, 02 abnimmt, daru¨ber
aber im Vergleich zur Grundstro¨mung zunimmt. Der Einfluss auf die dreidimensionale
Mode ist gering. Die Verla¨ufe der Sto¨rgeschwindigkeiten mit und ohne Druckwellen-
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Abbildung 6.16: Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden bei subharmoni-
scher Resonanz und Druckwellenanregung mit unterschiedlichen Frequenzen (y˜/L˜ =
0, 008, Ma∞ = 0, 7 und Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1).
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Abbildung 6.17: Zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf fu¨r sub-
harmonische Resonanz und Druckwellenanregung mit unterschiedlichen Frequenzen
(Ma∞ = 0, 7 und Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1).
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Abbildung 6.18: Amplitudenverteilung der zwei- und dreidimensionalen Sto¨rung in
wandnormaler Richtung fu¨r subharmonische Resonanz bei x˜/L˜ = 3, 56 a) vor und b)
nach der Interaktion mit Druckwellen unterschiedlicher Frequenz, sowie bei x˜/L˜ = 5, 03
nach der Druckwelleninteraktion.
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anregung sind hier etwa deckungsgleich.
In Abbildung 6.18 c), d) und e) ist die Amplitudenverteilung unterschiedlicher Moden
in wandnormaler Richtung an der Stelle x˜/L˜ = 5, 03 nach dem Eintreffen der Druck-
welle dargestellt. Der Verlauf der zweidimensionalen Mode-(1,0) entspricht qualitativ
dem der Grundstro¨mung an dieser Stelle. Unabha¨ngig von der Anregungsfrequenz
sind drei lokale Maxima in der Amplitudenverteilung zu erkennen. Die gro¨ßte maxi-
male Amplitude tritt fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 10, 0 auf, jedoch entspricht dabei die Mode-(1,0)
auch der akustischen Mode. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 ist der Amplitudenverlauf der Mode-
(1,0) bis zum Nulldurchgang bei y˜/L˜ ≈ 0, 025 nahezu deckungsgleich mit dem der
Grundstro¨mung. Die Ergebnisse der Simulationen mit geringeren Druckanregungsfre-
quenzen weisen verglichen mit der Grundstro¨mung leichte Abweichungen im Bereich
des wandnahen Maximums auf. Im Bereich des absoluten Maximums y˜/L˜ ≈ 0, 015 ist
die maximale Amplitude fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 2, 0 verglichen mit der Grundstro¨mung etwa
40% kleiner. Fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 ist die Differenz geringer und betra¨gt etwa 10%. Der
Einfluss der Druckanregung auf die dreidimensionale Mode-(1/2,1) (s. Abbildung 6.18
d)) ist an dieser Position deutlich ausgepra¨gt. Analog zur Abbildung 6.16 wird eine
Abnahme der maximalen Amplitude mit abnehmender Anregungsfrequenz festgestellt.
Um die Gro¨ßenordnung der maximalen Amplituden der zwei- und dreidimensionalen
sowie der akustischen Moden zu vergleichen, ist die akustische Mode in Abbildung
6.18 e) dargestellt. Wie erwartet, weisen die Druckwellen mit der kleinsten Frequenz
die gro¨ßten Amplituden auf. Diese betra¨gt fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 1, 0 etwa 25% von u˜∞. Im
Vergleich dazu betra¨gt die maximale Amplitude der dreidimensionalen Mode-(1/2,1),
u¨ber alle Anregungsfrequenzen gebildet, etwa 12% und der zweidimensionalen Mode
nur 3%. Die Resonanzart u¨bt auf die akustische Mode keinen signifikanten Einfluss
aus, wie der Vergleich der Amplitudenverteilungen zwischen Abbildung 6.14 e) und
6.18 e) zeigt. Ausgenommen ist der Fall mit βac = β0.
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6.3 Variation der Druckwellenamplitude
Im folgenden Abschnitt wird die kompressible, transitionale Plattengrenzschicht mit ei-
ner eindimensionalen, harmonischen (p˜ = p˜∞−Δp˜0,ac sin(β˜act˜)) Druckanregung u¨berla-
gert. Die Druckwellen werden außerhalb der Grenzschicht (y˜/L˜ > 0, 056) bei x˜/L˜ = 6, 0
eingebracht, wobei hier die initiale Amplitude Δp˜0,ac/p˜∞ systematisch variiert wird,
wa¨hrend die Anregungsfrequenz β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 konstant bleibt. Damit ist die Wel-
lenla¨nge der stromauf laufenden Druckwelle λ˜x,ac/L˜ und die Ho¨he der akustischen
Grenzschicht δ˜ac/L˜ in erster Na¨herung fu¨r alle Simulationen gleich. Die akustische
Grenzschichtdicke beschreibt den Wandabstand, bis zu dem die Druckwelle (und die
damit induzierten Geschwindigkeitsfluktuationen) von der Wand beeinflusst wird. Sind
nun die akustische und die stro¨mungsmechanische Grenzschicht von gleicher Gro¨ßen-
ordnung, so wird ein starker Einfluss der Druckwellen auf die Grenzschicht erwartet.
Zu beachten ist, dass die akustische Grenzschichtdicke (anders als die stro¨mungsme-
chanische) nicht mit der Laufla¨nge anwa¨chst, sondern in erster Na¨herung konstant
bleibt. Zudem ist diese in der nachfolgenden Tabelle mit der Reynoldszahl ReL be-
stimmt, die auf der Stro¨mungsgeschwindigkeit u˜∞ und nicht der Schallgeschwindigkeit
c˜∞ basiert. Im hier betrachteten Fall einer Stro¨mung im hohen Unterschall sind diese
Reynoldszahlen jedoch von gleicher Gro¨ßenordnung. Die Wellengeschwindigkeit, die
Wellenla¨nge und die akustische Grenzschichtho¨he sind unter der Annahme einer kon-
stanten, zeitlich gemittelten Schallgeschwindigkeit bestimmt und in der Tabelle 6.4
aufgelistet.
Die initialen Amplituden der Druck- Δp˜0,ac/p˜∞, Temperatur- ΔT˜0,ac/T˜∞ und Ge-
Ma∞ ReL u˜ac/u˜∞ λ˜x,ac/L˜ (Gl. 5.5) δ˜ac/L˜ (Gl. 5.8)
0, 7 1 · 105 0, 43 0, 539 0, 0126
Tabelle 6.4: Wellengeschwindigkeit, Wellenla¨nge und die akustische Grenzschichtho¨he
fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0.
schwindigkeitsschwankungen Δu˜0,ac/u˜∞ außerhalb der Grenzschicht sind in der Ta-
belle 6.5 zusammengefasst. Zudem wird die Position der Stoßentstehung x˜′S/L˜ nach
Gleichung 5.6 berechnet und in der Tabelle 6.5 fu¨r die untersuchten Druckamplituden
dargestellt. Diese sind dabei so gewa¨hlt, dass bei der kleinsten untersuchten Amplitude
(Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05) die Druckwellen die zeitlich gemittelte Stro¨mung nicht registrier-
bar a¨ndern. Im Gegensatz dazu treten bei der gro¨ßten Druckamplitude (Δp˜0,ac/p˜∞ =
0, 2) starke A¨nderungen der zeitlich gemittelten Stro¨mung im Vergleich zur Grund-
stro¨mung auf. Die Simulation wird beendet, bevor die Druckwellen den Sto¨rbereich
(x˜2/L˜ = 1, 2) erreichen. Dadurch wird eine Wechselwirkung zwischen stromauf laufen-
den Druckwellen und der Generierung der TS-Wellen, die die Aussage der Simulation
Δp0,ac = Δp˜0,ac/p˜∞ 0, 05 0, 1 0, 2
ΔT0,ac = ΔT˜0,ac/T˜∞ (nach Gl. 5.2) 0, 014 0, 029 0, 057
Δu0,ac = Δu˜0,ac/u˜∞ (nach Gl. 5.3) 0, 051 0, 102 0, 204
x˜′S/L˜ (nach Gl. 5.6) 0, 6 0, 3 0, 15
Tabelle 6.5: Initiale Amplituden und die notwendige Laufla¨nge zur nichtlinearen Aus-
bildung eines Stoßes fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0.
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verfa¨lschen kann, vermieden. Außerdem interagiert die Druckwelle nicht mit der Vor-
derkante, da die Vorderkantenrezeptivita¨t ausgeschlossen werden soll.
Nach der Eingabe der Druckwellen zum Zeitpunkt t0 wird die Simulation zuna¨chst
fu¨r Δt = Δt˜u˜∞/L˜ = 3, 125 ohne Speicherung der Stro¨mungsgro¨ßen durchgefu¨hrt.
Die erste Druckwelle befindet sich zu diesem Zeitpunkt bei x˜/L˜ ≈ 4, 5. Die instati-
ona¨re Stro¨mung wird fu¨r weitere Δt = 6, 285 simuliert, gespeichert und analysiert.
In diesem Abschnitt steht der integrale Einfluss der Druckwellen auf die Transition
im Vordergrund. Die instationa¨re Wechselwirkung verla¨uft dabei qualitativ a¨hnlich zu
den bereits im letzten Abschnitt vorgestellten Ergebnissen.
6.3.1 Fundamentale Resonanz
In Abbildung 6.19 ist die Entwicklung der angeregten Moden fu¨r den Fall der fun-
damentalen Resonanz u¨berlagert mit Druckwellen unterschiedlicher Amplitude dar-
gestellt. Bei kleinen Druckwellenamplituden von Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05 und 0, 1 ist die
Entwicklung der Moden mit und ohne Anregung nahezu identisch. Die Synchronisie-
rung findet in Analogie zur Grundstro¨mung bei x˜/L˜ ≈ 3, 6 statt. Stromab der Posi-
tion der Synchronisierung ist die Zunahme der Sto¨ramplituden der dreidimensionalen
Mode-(1,1) fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05 etwas kleiner als die der Grundstro¨mung, wa¨hrend
fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 etwas gro¨ßere Werte detektiert werden. Der Unterschied ist je-
doch marginal. Im Gegensatz dazu wird fu¨r die große Amplitude von Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2
eine signifikante A¨nderung in der Entwicklung der zwei- und dreidimensionalen Mo-
den festgestellt. Verglichen mit der Grundstro¨mung werden bei der Mode-(1,0) ho¨here
Amplituden im Bereich zwischen x˜/L˜ ≈ 3, 0 und 4, 5 beobachtet. Bei der Mode-(1,1)
setzt die Synchronisierung weiter stromauf (x˜/L˜ ≈ 3, 4) an. Die Amplifikationsrate der
Mode-(1,1) ist hier im Vergleich zur Grundstro¨mung deutlich gro¨ßer.
Fu¨r kleine Druckwellenamplituden ist der Verlauf des gemittelten Reibungsbeiwerts cf
deckungsgleich (s. Abbildung 6.20) und weicht nur im Bereich des Zusammenbruchs
leicht von dem der Grundstro¨mung ab. Fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2 wird bereits stromab
der Position x˜/L˜ ≈ 2, 0 eine Abweichung festgestellt. Zwischen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und 4, 5
verla¨uft der Reibungsbeiwert um Δcf ≈ 0, 00015 zu kleineren Werten hin verschoben.
Diese Verschiebung resultiert aus der A¨nderung der zeitlich gemittelten Stro¨mung hin-
ter der Druckwelle. Stromab der Position x˜/L˜ ≈ 4, 5 steigt der Reibungsbeiwert stark
an. Die Position des Anstiegs ist im Vergleich zur Grundstro¨mung um Δx˜/L˜ ≈ 0, 7
stromauf verschoben. Das turbulente Niveau wird jedoch analog zur Grundstro¨mung
bei x˜/L˜ ≈ 7, 0 erreicht. Bei hoher Druckwellenamplitude wird somit die Phase der
Prima¨r- und der Sekunda¨rinstabilita¨t beeinflusst und ein fru¨hzeitiger Zusammenbruch
der laminaren Grenzschicht herbeigefu¨hrt.
6.3.2 Subharmonische Resonanz
Fu¨r den Fall der subharmonischen Resonanz ist der Einfluss der Druckwellen auf die
Transition a¨hnlich dem fu¨r die fundamentale Resonanz. Bei kleinen Druckwellenam-
plituden (Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05 und 0, 1) ist der Verlauf der Sto¨rmoden (s. Abbildung
6.21) sowie des Reibungsbeiwerts (s. Abbildung 6.22) mit und ohne Anregung de-
ckungsgleich. Die Synchronisierung findet analog zur Grundstro¨mung bei x˜/L˜ ≈ 2, 3
statt. Stromab der Position der Synchronisierung ist die Zunahme der Sto¨ramplitu-
de der dreidimensionalen Mode-(1/2,1) fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05 unwesentlich kleiner
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Abbildung 6.19: Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden bei fundamentaler
Resonanz (y˜/L˜ = 0, 008 und Ma∞ = 0, 7) fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und unterschiedlichen
initialen Amplituden.
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Abbildung 6.20: Zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf fu¨r funda-
mentale Resonanz und Druckwellenanregung mit unterschiedlichen Amplituden bei
β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und Ma∞ = 0, 7.
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Abbildung 6.21: Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden bei subharmoni-
scher Resonanz (y˜/L˜ = 0, 008 und Ma∞ = 0, 7) fu¨r β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und unterschiedli-
che initiale Amplituden.
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Abbildung 6.22: Zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf fu¨r subhar-
monische Resonanz und Druckwellenanregung mit unterschiedlichen Amplituden bei
β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und Ma∞ = 0, 7.
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als die der Grundstro¨mung, wa¨hrend fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 1 sich der Verlauf mit der
Grundstro¨mung deckt. Eine signifikante Zunahme der Amplitude der zwei- und drei-
dimensionalen Mode wird fu¨r die gro¨ßte Amplitude von Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2 festgestellt.
Zwar wird die Position der Synchronisierung nicht vera¨ndert, die Amplifikationsrate
der Mode-(1/2,1) ist jedoch deutlich gro¨ßer verglichen mit der der Grundstro¨mung.
Auch die Mode-(1,0) weist im Bereich zwischen x˜/L˜ ≈ 3, 5 und 4, 5 ho¨here Amplitu-
den auf. Im Verlauf des Reibungsbeiwerts wird fu¨r Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2 bereits stromab
der Position x˜/L˜ ≈ 2, 0 eine Abweichung festgestellt. Zwischen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und 4, 5 ist
der Reibungsbeiwert analog zum Fall der fundamentalen Resonanz um Δcf ≈ 0, 00015
zu kleineren Werten hin verschoben. Da diese Verschiebung aus der A¨nderung der
zeitlich gemittelten Stro¨mung hinter der Druckwelle resultiert, ist sie von der Reso-
nanzart vollkommen unabha¨ngig. Stromab der Position x˜/L˜ ≈ 4, 5 steigt der Rei-
bungsbeiwert stark an. Die Position des Anstiegs ist im Vergleich zur Grundstro¨mung
um Δx˜/L˜ ≈ 0, 5 stromauf verschoben. Das turbulente Niveau wird jedoch analog zur
Grundstro¨mung bei x˜/L˜ ≈ 6, 0 erreicht. Bei einer identischen Druckwellenanregung ist
hier der Einfluss im Vergleich zur fundamentalen Resonanz weniger stark ausgepra¨gt.
6.3.3 Einfluss des initialen Phasenwinkels
Die bislang in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse wurden fu¨r Stro¨mungen erzielt,
bei denen die Drucksto¨rungen der Form p˜ = p˜∞−Δp˜0,ac sin(β˜act˜) außerhalb der Grenz-
schicht eingebracht werden. Im Folgenden werden Ergebnisse pra¨sentiert, bei denen die
Drucksto¨rung mit p˜ = p˜∞ + Δp˜0,ac sin(β˜ac t˜) initiiert wird. Beide Ansa¨tze unterschei-
den sich um einen Phasenwinkel von 180◦. Im ersten Fall bildet sich zuna¨chst eine
Expansionswelle aus, wa¨hrend im zweiten Fall eine Kompressionswelle entsteht, die
sich zum Verdichtungsstoß aufsteilt. Da der erste Verdichtungsstoß im zweiten Ansatz
in ein ungesto¨rtes Medium la¨uft, verha¨lt sich dieser anders als nach Gleichung 5.7 vor-
hergesagt wird. Die Amplitude dieses Stoßes verringert sich deutlich weniger stark (s.
Abbildung 6.10). Dadurch wird die Grenzschicht einmalig sta¨rker gesto¨rt. Zudem ist
die Ausbreitungsgeschwindigkeit des ersten Stoßes im ortsfesten Koordinatensystem
gro¨ßer als die Schallgeschwindigkeit der zeitlich gemittelten Stro¨mung (s. Abbildung
6.10). Zum gleichen Zeitpunkt hat sich die Sto¨rung beim zweiten Ansatz also weiter
stromauf ausgebreitet. Stromab der ersten Druckwelle ist die Entwicklung fu¨r beide
Fa¨lle identisch. Anhand der Verla¨ufe des Reibungsbeiwerts und der Entwicklung der
Sto¨rmoden wird der Unterschied in der Wechselwirkung fu¨r beide Ansa¨tze diskutiert.
In den Abbildungen 6.23 a) und b) ist die Entwicklung der angeregten Moden fu¨r
den Fall der fundamentalen und subharmonischen Resonanz fu¨r unterschiedlich initi-
ierte Druckwellen der Frequenz β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und der Amplitude Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05
dargestellt. Fu¨r die gewa¨hlte Amplitude a¨ndert sich die zeitlich gemittelte Stro¨mung
hinter der Druckwelle nicht. Aufgrund des schwingungsartigen Verlaufs der Mode-(1,0)
kann fu¨r beide Ansa¨tze und Resonanzfa¨lle kein eindeutiger Einfluss auf die Amplitude
dieser Mode detektiert werden. Fu¨r die dreidimensionale Mode wird jedoch ein kleiner
Unterschied zwischen den Ansa¨tzen festgestellt. Im Falle der fundamentalen Reso-
nanz (s. Abbildung 6.23 a)) weicht der Verlauf der Mode-(1,1) fu¨r den zweiten Ansatz
(initiale Kompression) stromab der Position x˜/L˜ ≈ 2, 7 von der Grundstro¨mung ab,
wa¨hrend beim ersten Ansatz die Abweichung erst stromab von x˜/L˜ ≈ 3, 3 beobach-
tet wird. Zudem wird beim ersten Ansatz die Amplitude der Mode kleiner relativ
zur Grundstro¨mung, wa¨hrend beim zweiten Ansatz das Gegenteil festgestellt wird.
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Abbildung 6.23: Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden bei a) funda-
mentaler und b) subharmonischer Resonanz fu¨r unterschiedliche initiale Phasenwinkel
der Druckwellenanregung (β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0; Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05; y˜/L˜ = 0, 008 und
Ma∞ = 0, 7).
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Abbildung 6.24: Zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf bei a) funda-
mentaler und b) subharmonischer Resonanz fu¨r unterschiedliche initiale Phasenwinkel
der Druckwellenanregung (β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0; Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 05 und Ma∞ = 0, 7).
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Der qualitative Verlauf der Mode-(1,1) ist jedoch unabha¨ngig von der Art der An-
regung. So findet die Synchronisierung identisch zur Grundstro¨mung bei x˜/L˜ ≈ 3, 5
statt und die Amplifikationsraten a¨ndern sich unwesentlich. Der Reibungsbeiwert cf
weist fu¨r den ersten Ansatz stromab von x˜/L˜ ≈ 5, 0 eine schwache Abweichung zu
geringeren Werten verglichen mit der Grundstro¨mung auf (s. Abbildung 6.24 a)). Das
turbulente Niveau wird hier um Δx˜/L˜ ≈ 0, 3 weiter stromab erreicht. Der Verlauf
des Reibungsbeiwerts fu¨r den zweiten Ansatz ist deckungsgleich mit demjenigen der
Grundstro¨mung.
Analog zu den bereits vorgestellten Ergebnissen ist bei gleichen Parametern der Druck-
wellenanregung der Einfluss bei subharmonischer Resonanz schwa¨cher ausgepra¨gt.
Ein Unterschied im Verlauf der Mode-(1/2,1) zwischen den beiden Ansa¨tzen und der
Grundstro¨mung wird erst stromab der Position x˜/L˜ ≈ 3, 5 festgestellt (s. Abbildung
6.23 b)). Zwar wird beim ersten Ansatz die Amplitude der Mode kleiner, wa¨hrend beim
zweiten Ansatz das Gegenteil festgestellt wird, jedoch ist die Abweichung sehr gering
und hat keinen Einfluss auf die Position der Synchronisierung. So ist der Verlauf des
Reibungsbeiwerts cf fu¨r die betrachteten Fa¨lle nahezu deckungsgleich (s. Abbildung
6.24 b)).
In den Abbildungen 6.25 a) und b) ist die Entwicklung der angeregten Moden fu¨r
den Fall der fundamentalen und subharmonischen Resonanz fu¨r unterschiedlich initi-
ierte Druckwellen der Frequenz β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0 und der Amplitude Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2
dargestellt. Die Parameter sind so gewa¨hlt, dass im Vergleich zu den Ergebnissen aus
den Abbildungen 6.23 und 6.24 nur die Amplitude ansteigt. Da die Druckwellenanre-
gung relativ hochfrequent ist (wa¨hrend der gesamten Simulationsdauer werden an der
Position der Druckwelleneingabe etwa 8 Druckperioden initiiert), ist der Effekt der
Simulationsdauer (d.h. der Einfluss der unkompensierten, ersten, halben Druckwellen-
schwingung) gering (vergl. Abbildungen 6.13 und 6.17). Die Wahl einer hohen initialen
Anregungsamplitude hat jedoch zur Folge, dass die lokalen, stoßinduzierten Ablo¨sege-
biete weiter stromauf bestehen bleiben und die Grenzschicht zusa¨tzlich destabilisieren.
Mit dieser Variation la¨sst sich also der Einfluss der stoßinduzierten Ablo¨sungen auf
Transition unter den bestehenden Randbedingungen quantifizieren. Fu¨r beide Reso-
nanzfa¨lle und Sto¨ransa¨tze nimmt die Amplitude der zwei- und dreidimensionalen Mode
im Vergleich zur Grundstro¨mung zu, wobei beim zweiten Ansatz (initiale Kompres-
sion) die Abweichung sta¨rker ausgepra¨gt ist. So setzt die Sekunda¨rinstabilita¨t beim
zweiten Ansatz fu¨r den Fall der fundamentalen Resonanz bereits bei x˜/L˜ ≈ 2, 5 an,
wa¨hrend die Synchronisierung bei der Grundstro¨mung sowie fu¨r die Druckwellenanre-
gung nach dem ersten Ansatz erst bei x˜/L˜ ≈ 3, 5 stattfindet (s. Abbildung 6.25 a)).
Die Amplifikationsraten der Mode-(1,1) sind dabei fu¨r die Simulationen mit Druck-
wellen, unabha¨ngig vom Ansatz, etwas ho¨her als bei der Grundstro¨mung.
Der Reibungsbeiwert cf weist nach der Interaktion mit den Druckwellen zuna¨chst eine
schwache Abweichung zu geringeren Werten verglichen mit der Grundstro¨mung auf (s.
Abbildung 6.26 a)). Diese Abweichung wird mit der A¨nderung der zeitlich gemittelten
Stro¨mung erkla¨rt. Die Verla¨ufe sind dabei fu¨r beide Ansa¨tze zwischen x˜/L˜ ≈ 2, 0 und
4, 0 deckungsgleich. Bei dem zweiten Ansatz steigt der Reibungsbeiwert stromab der
Position x˜/L˜ ≈ 4, 0 linear an. Bei dem ersten Ansatz wird diese Abweichung erst an
der Position x˜/L˜ ≈ 5, 0 festgestellt. Die Amplituden der zwei- und dreidimensionalen
Sto¨rmoden sind dort etwa gleich groß, so dass das resonante Wachstum der dreidimen-
sionalen Mode abgeschlossen ist und die Anregung der Ho¨herharmonischen sowie der
Zusammenbruch stattfinden. Bemerkenswert ist jedoch, dass das Niveau einer turbu-
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Abbildung 6.25: Entwicklung der Amplituden der angeregten Moden bei a) funda-
mentaler und b) subharmonischer Resonanz fu¨r unterschiedliche initiale Phasenwin-
kel der Druckwellenanregung (β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0; Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2; y˜/L˜ = 0, 008 und
Ma∞ = 0, 7).
x/L [-]
c f
 [-
]
0 2 4 6 8 100
0.0025
0.005
0.0075 laminar (Blasius)
turbulent (Prandtl)
p/p
∞
 = 1 - 0.2 sin(5.0 t u
∞
/L)
p/p
∞
 = 1 + 0.2 sin(5.0 t u
∞
/L)
Grundströmung
x/L [-]
c f
 [-
]
0 2 4 6 8 100
0.0025
0.005
0.0075 laminar (Blasius)
turbulent (Prandtl)
p/p
∞
 = 1 - 0.2 sin(5.0 t u
∞
/L)
p/p
∞
 = 1 + 0.2 sin(5.0 t u
∞
/L)
Grundströmung
        Position der
Druckwellengenerierung
a) b)
Abbildung 6.26: Zeitlich und spannweitig gemittelter Reibungsbeiwert cf bei a) funda-
mentaler und b) subharmonischer Resonanz fu¨r unterschiedliche initiale Phasenwinkel
der Druckwellenanregung (β˜acL˜/u˜∞ = 5, 0; Δp˜0,ac/p˜∞ = 0, 2 und Ma∞ = 0, 7).
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lenten Grenzschicht fu¨r die Grundstro¨mung und die Fa¨lle mit Druckwellenaufpra¨gung
nahezu an derselben Position erreicht wird (hier x˜/L˜ ≈ 6, 5). Der Zusammenbruch der
laminaren Grenzschicht, der sich bei der Grundstro¨mung u¨ber eine relativ kurze Di-
stanz vollzieht, findet in den Stro¨mungen mit Druckwellenanregung u¨ber eine deutlich
gro¨ßere Distanz statt. A¨hnliche Beobachtungen werden fu¨r den Fall der subharmoni-
schen Resonanz gemacht (s. Abbildungen 6.23 b) und 6.25 b)). Der Unterschied in der
Entwicklung der Mode-(1/2,1) fu¨r die beiden Ansa¨tze ist jedoch geringer im Vergleich
zur fundamentalen Resonanz und der Einfluss der Druckwellen auf die Synchronisie-
rung ist weniger stark ausgepra¨gt.
Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick
In der vorliegenden Arbeit wird die Wechselwirkung zwischen Druckwellen und der la-
minar/turbulenten Transition in einer Plattengrenzschicht numerisch untersucht. Bis-
lang ist diese Wechselwirkung wenig gekla¨rt. Zudem ist die betrachtete Machzahl fu¨r
die vero¨ffentlichten Ergebnisse sehr niedrig (Ma∞ ≈ 0, 1). Im Gegensatz dazu wer-
den in dieser Arbeit Stro¨mungssimulationen bei einer Machzahl im hohen Unterschall
(Ma∞ ≈ 0, 7) durchgefu¨hrt. Anders als im niedrigen Unterschall ist das Verhalten
der Druckwellen hier stark nichtlinear. Bereits nach einer relativ kurzen Laufla¨nge
stromauf bildet sich aus einer harmonischen Anregung ein Sa¨gezahnprofil aus. Der
Druckanstieg wird nun instantan u¨ber einen Verdichtungsstoß vollzogen. Diese Art
der Anregung ist in der ga¨ngigen Theorie der Rezeptivita¨t nicht beru¨cksichtigt und
stellt somit ein innovatives Element dieser Arbeit dar.
Ein weiteres innovatives Element ist das eingesetzte numerische Verfahren. Es basiert
auf der WENO-Approximation der reibungsfreien Flu¨sse der Erhaltungsgleichungen.
Eine detaillierte Analyse dieser Methode auf Basis der von Neumann Analyse, die
im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrt wurde, erlaubt neben einer Aussage bezu¨glich
der Dissipations- und Dispersionseigenschaften auch eine Bewertung der Effektivita¨t
des Verfahrens. Zudem werden Ergebnisse der Validation aus den Bereichen der lami-
nar/turbulenten Transition sowie der nichtlinearen Akustik vorgestellt, die die Eignung
des eingesetzten numerischen Verfahrens weiter unterstreichen.
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Bestimmung des Einflusses des vorwiegend rei-
bungsfreien, instationa¨ren Pha¨nomens der stromauf laufenden Druckwellen auf den rei-
bungsbedingten laminar/turbulenten U¨bergang. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der
zeitlich gemittelten Beeinflussung der Transition. Um zuna¨chst weitere Einflu¨sse aus-
zuschließen, wird als Referenzstro¨mung eine transitionale Plattengrenzschichtstro¨mung
ohne aufgepra¨gten Druckgradienten betrachtet. Die Tollmien-Schlichting (TS) Wellen
werden in einem Sto¨rstreifen an der Plattenoberfla¨che kontinuierlich in die Grenz-
schicht eingebracht. Beim Transport stromab durchlaufen die TS-Wellen die Pha-
sen der Prima¨r-, Sekunda¨rinstabilita¨t und des Zusammenbruchs. Neben der Darstel-
lung der koha¨renten Strukturen werden Schwankungen der Geschwindigkeitskompo-
nente u mittels Fourier-Analyse in den Spektralraum transformiert. Die Analyse der
Amplitudenentwicklung und der Phasengeschwindigkeit der eingebrachten Sto¨rmoden
ermo¨glicht ein tieferes Versta¨ndnis der Transition als beispielsweise des Verlaufs des
Reibungsbeiwerts. Der Reibungsbeiwert bilanziert jedoch unterschiedliche Mechanis-
men. Fu¨r die Referenzstro¨mung, die einen ”kontrollierten” laminar/turbulenten U¨ber-
gang in einer ”leisen” Umgebung beschreibt, kann der Verlauf des Reibungsbeiwerts
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mit den unterschiedlichen Phasen der Transition wie folgt korreliert werden:
• Prima¨rinstabilita¨t
Der momentane Reibungsbeiwert an einer Stelle x setzt sich zusammen aus einem
stationa¨ren Anteil, der dem laminaren Reibungsbeiwert entspricht, und einem
harmonischen Anteil. Dieser wird durch die zweidimensionale Sto¨rmode verur-
sacht, da diese wa¨hrend der ersten Phase der Transition die gro¨ßte Amplitude
aufweist. Die koha¨renten Strukturen in der Grenzschicht sind zweidimensionale
Wirbelro¨hren.
• Sekunda¨rinstabilita¨t
Die Phase der Sekunda¨rinstabilita¨t la¨sst sich in zwei Bereiche unterteilen. Zu-
na¨chst ist die Amplitude der dreidimensionalen Sto¨rmode sehr gering, so dass
diese keinen nennenswerten Einfluss auf den Reibungsbeiwert ausu¨bt. Die Am-
plifikationsrate der dreidimensionalen Sto¨rmode ist jedoch nach der Synchro-
nisierung mit der zweidimensionalen Sto¨rmode im Vergleich zu dieser um ein
Vielfaches gro¨ßer. Die zweidimensionalen Wirbelro¨hren weisen zunehmend Ver-
formungen in Spannweitenrichtung auf.
Ist die Gro¨ßenordnung der zwei- und dreidimensionalen Sto¨ramplituden etwa
gleich groß, weist die Amplitude der zweidimensionalen Mode eine Sa¨ttigung
auf, wa¨hrend die Amplitude der dreidimensionalen Mode weiter anwa¨chst. Der
zeitlich gemittelte Reibungsbeiwert nimmt nun Werte an, die verglichen mit ei-
ner laminaren Grenzschicht gro¨ßer sind. Die koha¨renten Strukturen bilden nun
Λ-Wirbel.
• Zusammenbruch
Der zeitlich gemittelte Reibungsbeiwert wa¨chst sehr stark an und der Λ-Wirbel
wird desintegriert.
Basierend auf den Ergebnissen der Referenzstro¨mung wird diese zur Untersuchung der
Wechselwirkung mit Druckwellen u¨berlagert. Druckwellen werden dabei außerhalb der
Grenzschicht eindimensional (d.h. in einer y-z-Ebene) und mit harmonischem Ver-
halten (p˜/p˜∞ = 1, 0 ± Δp0,ac sin(βact)) in die Stro¨mung eingebracht und breiten sich
stromauf aus. Dabei interagieren sie mit der Referenzstro¨mung. Wie erwartet, da¨mpft
ein ra¨umlicher negativer Druckgradient die Transition, wa¨hrend ein positiver diese
anfacht. Der zeitlich gemittelte Einfluss der Druckwellen auf die Transition wird ba-
sierend auf der Entwicklung der Sto¨rmoden und des Reibungsbeiwerts bewertet. Dazu
wird die Entwicklung zwischen der Grundstro¨mung und der druckwellenangeregten
Stro¨mung verglichen. Systematisch variiert werden:
• Resonanzfall (fundamental oder subharmonisch)
• Initialamplitude der Druckwelle Δp˜0,ac/p˜∞ (und damit die Position der Stoßent-
stehung x˜′S/L˜),
• Frequenz der Druckwelle β˜acL˜/u˜∞ (und damit die Position der Stoßentstehung
x˜′S/L˜, die akustische Grenzschichtdicke δ˜ac/L˜ und die Wellenla¨nge der Druckwelle
λ˜x,ac/L˜) und
• Phasenwinkel der Druckwelle.
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Die Ergebnisse der weitreichenden Untersuchungen lassen sich wie folgt zusammenfas-
sen:
• Bei identischer Anregung ist der Einfluss der Druckwellen im Falle der funda-
mentalen Resonanz sta¨rker ausgepra¨gt. Zudem wird beobachtet, dass die Posi-
tion der Synchronisierung von Druckwellen beeinflusst wird. Nach Kenntnis des
Autors ist diese Beobachtung bislang in der Fachliteratur nicht erwa¨hnt. Jedoch
erscheint sie plausibel, da die Druckwelle die Stro¨mung instationa¨r verzo¨gert und
beschleunigt und somit die Phasengeschwindigkeiten der Sto¨rmoden sta¨rker fluk-
tuieren la¨sst.
In der Grundstro¨mung (transitionale Grenzschichtstro¨mung ohne aufgepra¨gte
Druckgradienten) findet die Synchronisierung bei fundamentaler Resonanz bei
x˜/L˜ ≈ 3, 5 statt, wa¨hrend bei subharmonischer Resonanz die Sto¨rmoden bei
x˜/L˜ ≈ 2, 3 synchronisieren. Da sich die erste Druckwelle am Ende der Simula-
tion bei x˜/L˜ ≈ 2, 0 befindet, erfa¨hrt im Falle der fundamentalen Resonanz der
Teil der angeregten Grenzschicht, der sich in der Phase der Prima¨rinstabilita¨t
befindet, eine la¨ngere Interaktion mit Druckwellen. Damit wird fu¨r fundamen-
tale Resonanz im Vergleich zur subharmonischen ein gro¨ßerer Einfluss auf die
Position der Synchronisierung erkla¨rt. A¨ndert sich nun die Position der Reso-
nanz, so wird neben der Verschiebung der Position der Amplitudenzunahme der
dreidimensionalen Mode eine A¨nderung der Amplifikationsrate dieser Mode fest-
gestellt.
• Bei kleinen Initialamplituden der Druckwelle (hier Δp˜0,ac/p˜∞  0, 05) und hohen
Anregungsfrequenzen (β˜acL˜/u˜∞  5, 0) wird unabha¨ngig von der Resonanzform
keine signifikante A¨nderung im laminar/turbulenten U¨bergang detektiert. So-
wohl die Entwicklung der Sto¨rmoden als auch des Reibungsbeiwerts sind fu¨r
die Grundstro¨mung als auch fu¨r die Fa¨lle mit angeregten Druckwellen nahezu
deckungsgleich. Somit gilt hier die Aussage der Rezeptivita¨tstheorie nach Gold-
stein, dass außerhalb der Vorderkantenna¨he kein zeitlich gemittelter Energieaus-
tausch zwischen den TS- und den akustischen Wellen stattfindet.
• Bei kleinen Initialamplituden (Δp˜0,ac/p˜∞  0, 05) und niedrigen Anregungsfre-
quenzen (β˜acL˜/u˜∞  2, 0) verschiebt sich die Transitionslage abha¨ngig vom Pha-
senwinkel der Anregung. Diese Verschiebung wird dadurch verursacht, dass beim
Simulationsende ein Teil der Grenzschicht nur eine Kompression oder Expansion
wahrgenommen hat. Der betroffene Teil der Grenzschicht entspricht etwa der hal-
ben Wellenla¨nge der Druckwelle und nimmt damit fu¨r niederfrequente Anregung
zu. Wird nun die Druckwelle mit einer Kompression bzw. Expansion beginnend
initialisiert, verschiebt sich der laminar/turbulente U¨bergang (wegen des destabi-
lisierenden bzw. stabilisierenden Einflusses des Druckgradienten) stromauf bzw.
stromab. Somit ist es letztendlich ein Effekt der begrenzten Simulationsdauer,
der in der Realita¨t wenig von Bedeutung ist. Die Simulationsdauer ist bei der
gewa¨hlten Fragestellung dadurch limitiert, dass Rezeptivita¨tsquellen, wie z.B.
die Vorderkantenrezeptivita¨t oder die direkte Interaktion der Druckwellen im
Bereich der TS-Wellen Erzeugung, explizit ausgeschlossen wurden.
• Bei großen Initialamplituden der Druckwelle und gleichzeitig niedrigen Frequen-
zen verschiebt sich der laminar/turbulente U¨bergang deutlich stromauf. Der oben
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beschriebene Einfluss des Phasenwinkels ist in den Ergebnissen weiterhin erkenn-
bar, jedoch befindet sich die Transitionsfront weiter stromauf relativ zur Lage
in der ungesto¨rten Stro¨mung, unabha¨ngig vom Phasenwinkel. Die Ursache fu¨r
diese starke Destabilisierung der Grenzschicht ist eine instationa¨re Ablo¨seblase,
die sich mit dem Verdichtungsstoß stromauf bewegt. Bei einer Ablo¨sung weist
der Geschwindigkeitsverlauf in der Grenzschicht einen Wendepunkt auf, von dem
bekannt ist, dass dieser eine starke, reibungsfreie Instabilita¨t hervorruft. Eine de-
taillierte Beschreibung der Form der Ablo¨seblase findet sich in [74].
Bei der Bewegung stromauf reduziert sich der Drucksprung u¨ber den Verdich-
tungsstoß durch dessen nichtlineare Interaktion mit der vorauslaufenden Expan-
sionswelle (s. Gl. 5.7). Mit abnehmender Frequenz der Druckanregung reduziert
sich die Amplitudenabnahme, so dass das instationa¨re Ablo¨segebiet weiter strom-
auf detektiert wird. Somit wird eine Verschiebung der Transitionsfront stromauf
durch Druckwellen großer Amplitude und geringer Frequenz begu¨nstigt.
Basierend auf den erzielten Ergebnissen und gesammelten Erfahrungen wird eine Be-
ru¨cksichtigung weiterer Aspekte auf den Einfluss der stromauf laufenden Druckwellen
auf Transition vorgeschlagen. So erlaubt die Betrachtung einer Plattengrenzschicht mit
einem aufgepra¨gten Druckgradienten oder mit einem stationa¨ren Verdichtungsstoß als
ungesto¨rte Stro¨mung eine zunehmend realistischere Beschreibung der Wechselwirkung
am Flu¨gel.
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Anhang
A.1 Herleitung der stark konservativen Form der
Erhaltungsgleichungen
Eine detaillierte Herleitung der stark konservativen Form der Erhaltungsgleichungen
in generalisierten Koordinaten wird im Folgenden fu¨r zwei Spezialfa¨lle der Transfor-
mation vorgestellt:
1. Rechtwinklige, gradlinige Gitter (x = x(ξ), y = y(η), z = z(ζ)) fu¨r z.B. ebene
Plattenstro¨mungen
2. Gitter, die nur in einer Ebene krummlinig sind (x = x(ξ, η), y = y(ξ, η),
z = z(ζ)) fu¨r z.B. gekru¨mmte Plattenstro¨mungen.
Zudem werden die Koeffizienten, die im WENO Verfahren verwendet werden, fu¨r un-
terschiedliche Ordnungen aufgelistet.
Der Ausgangspunkt weiterer U¨berlegungen ist die schwach konservative Form der Er-
haltungsgleichungen (Gl. 2.17), die hier wiederholt wird:
∂U
∂t
+ ξx
∂F
∂ξ
+ ηx
∂F
∂η
+ ζx
∂F
∂ζ
+ ξy
∂G
∂ξ
+ ηy
∂G
∂η
+ ζy
∂G
∂ζ
+ ξz
∂H
∂ξ
+ ηz
∂H
∂η
+ ζz
∂H
∂ζ
= ξx
∂Fν
∂ξ
+ ηx
∂Fν
∂η
+ ζx
∂Fν
∂ζ
+ξy
∂Gν
∂ξ
+ ηy
∂Gν
∂η
+ ζy
∂Gν
∂ζ
+ ξz
∂Hν
∂ξ
+ ηz
∂Hν
∂η
+ ζz
∂Hν
∂ζ
.
Wenn Gleichung 2.17 mit dem Kehrwert der Jakobischen der Transformation J
multipliziert und die Produktregel angewandt wird, erha¨lt man:
∂(JU)
∂t
+
∂(ξxJF + ξyJG+ ξzJH)
∂ξ
+
∂(ηxJF + ηyJG+ ηzJH)
∂η
+
∂(ζxJF + ζyJG+ ζzJH)
∂ζ
− F
[
∂(ξxJ)
∂ξ
+
∂(ηxJ)
∂η
+
∂(ζxJ)
∂ζ
]
−G
[
∂(ξyJ)
∂ξ
+
∂(ηyJ)
∂η
+
∂(ζyJ)
∂ζ
]
− H
[
∂(ξzJ)
∂ξ
+
∂(ηzJ)
∂η
+
∂(ζzJ)
∂ζ
]
=
∂(ξxJF
ν + ξyJG
ν + ξzJH
ν)
∂ξ
+
∂(ηxJF
ν + ηyJG
ν + ηzJH
ν)
∂η
+
∂(ζxJF
ν + ζyJG
ν + ζzJH
ν)
∂ζ
− Fν
[
∂(ξxJ)
∂ξ
+
∂(ηxJ)
∂η
+
∂(ζxJ)
∂ζ
]
−Gν
[
∂(ξyJ)
∂ξ
+
∂(ηyJ)
∂η
+
∂(ζyJ)
∂ζ
]
− Hν
[
∂(ξzJ)
∂ξ
+
∂(ηzJ)
∂η
+
∂(ζzJ)
∂ζ
]
(A.1)
a
bDie Ausdru¨cke in den eckigen Klammern werden als metrische Invarianten der Trans-
formation bezeichnet. Unter Verwendung der Gleichung 2.16 sind diese analytisch:
∂(ξxJ)
∂ξ
+
∂(ηxJ)
∂η
+
∂(ζxJ)
∂ζ
=
∂(yηzζ − yζzη)
∂ξ
+
∂(yζzξ − yξzζ)
∂η
+
∂(yξzη − yηzξ)
∂ζ
= 0
∂(ξyJ)
∂ξ
+
∂(ηyJ)
∂η
+
∂(ζyJ)
∂ζ
=
∂(xζzη − xηzζ)
∂ξ
+
∂(xξzζ − xζzξ)
∂η
+
∂(xηzξ − xξzη)
∂ζ
= 0
∂(ξzJ)
∂ξ
+
∂(ηzJ)
∂η
+
∂(ζzJ)
∂ζ
=
∂(xηyζ − xζyη)
∂ξ
+
∂(xζyξ − xξyζ)
∂η
+
∂(xξyη − xηyξ)
∂ζ
= 0
(A.2)
Hierbei wird die Produktregel verwendet, die numerisch fu¨r Finite Differenzen Verfah-
ren nicht erfu¨llt ist [71]. Thomas und Lombard [94] schlagen eine alternative, konsisten-
te Art der Berechnung der metrischen Koeffizienten, die numerisch die Gleichung A.2
erfu¨llt, vor. Hixon [42] erweitert diese Vorgehensweise auf sich zeitlich bewegte Gitter.
Die metrischen Koeffizienten in dieser Arbeit werden nach Gleichung 2.16 berechnet.
Aufgrund der speziellen, eingeschra¨nkten Transformationsvorschriften, die im Folgen-
den erla¨utert werden, ist die Beziehung fu¨r metrische Invarianten (Gl. A.2) hierbei
erfu¨llt.
A.2 Erhaltungsgleichungen fu¨r gradlinige, ortho-
gonale Gitter in generalisierten Koordinaten
Durch spezielle Transformationsbeziehungen vereinfachen sich die zu lo¨senden Erhal-
tungsgleichungen im Referenzsystem. Fu¨r rechtwinklige Gitter mit x = x(ξ), y =
y(η), z = z(ζ) gilt:⎡
⎣ ξx ξy ξzηx ηy ηz
ζx ζy ζz
⎤
⎦ = 1
J
⎡
⎣ yηzζ 0 00 xξzζ 0
0 0 xξyη
⎤
⎦ =
⎡
⎣ 1/xξ 0 00 1/yη 0
0 0 1/zζ
⎤
⎦ .
J = xξyηzζ .
Daraus ergeben sich die Erhaltungsgleichungen fu¨r rechtwinklige Gitter:
∂(xξyηzζU)
∂t
+
∂(yηzζF)
∂ξ
+
∂(xξzζG)
∂η
+
∂(xξyηH)
∂ζ
=
∂(yηzζF
ν)
∂ξ
+
∂(xξzζG
ν)
∂η
+
∂(xξyηH
ν)
∂ζ
,
die unter Beru¨cksichtigung der Transformationsbedingungen fu¨r die metrischen Koef-
fizienten (z.B xξ = xξ(y, z, t)) weiter vereinfacht werden:
∂U
∂t
+
1
xξ
∂F
∂ξ
+
1
yη
∂G
∂η
+
1
zζ
∂H
∂ζ
=
1
xξ
∂Fν
∂ξ
+
1
yη
∂Gν
∂η
+
1
zζ
∂Hν
∂ζ
. (A.3)
Anhang c
Wa¨hrend die reibungsfreien Flussvektoren F,G und H nach Gleichungen 2.3 - 2.5
Unbekannte enthalten, die direkt diskretisiert werden ko¨nnen, mu¨ssen die in den rei-
bungsbehafteten Flu¨ssen Fν ,Gν und Hν enthaltenen Ableitungen vor dem Diskretisie-
ren ebenfalls transformiert werden. Die Komponenten des Wa¨rmestromvektors q und
des Spannungstensors τ¯ lauten fu¨r rechtwinklige Gitter:
qx = λ
1
xξ
∂T
∂ξ
(A.4)
qy = λ
1
yη
∂T
∂η
(A.5)
qz = λ
1
zζ
∂T
∂ζ
(A.6)
τxx = μ
(
4
3
1
xξ
∂u
∂ξ
− 2
3
1
yη
∂v
∂η
− 2
3
1
zζ
∂w
∂ζ
)
(A.7)
τyy = μ
(
4
3
1
yη
∂v
∂η
− 2
3
1
xξ
∂u
∂ξ
− 2
3
1
zζ
∂w
∂ζ
)
(A.8)
τzz = μ
(
4
3
1
zζ
∂w
∂ζ
− 2
3
1
xξ
∂u
∂ξ
− 2
3
1
yη
∂v
∂η
)
(A.9)
τxy = τyx = μ
(
1
yη
∂u
∂η
+
1
xξ
∂v
∂ξ
)
(A.10)
τxz = τzx = μ
(
1
zζ
∂u
∂ζ
+
1
xξ
∂w
∂ξ
)
(A.11)
τzy = τyz = μ
(
1
zζ
∂v
∂ζ
+
1
yη
∂w
∂η
)
(A.12)
A.3 Erhaltungsgleichungen fu¨r 2D krummlinige
Gitter in generalisierten Koordinaten
Fu¨r Gitter mit Transformationsbeziehungen x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), z = z(ζ) gilt:⎡
⎣ ξx ξy ξzηx ηy ηz
ζx ζy ζz
⎤
⎦ = 1
J
⎡
⎣ yηzζ −xηzζ 0−yξzζ xξzζ 0
0 0 xξyη − xηyξ
⎤
⎦ ,
J = xξyηzζ − zζyξxη = zζ(xξyη − xηyξ)
Unter Beru¨cksichtigung der Transformationsbedingungen fu¨r die metrischen Koeffizi-
enten (z.B xξ = xξ(z, t)) ergeben sich folgende Erhaltungsgleichungen:
∂U
∂t
+
1
(xξyη − xηyξ)
∂(yηF− xηG)
∂ξ
+
1
(xξyη − xηyξ)
∂(xξG− yξF)
∂η
+
1
zζ
∂H
∂ζ
=
1
(xξyη − xηyξ)
∂(yηF
ν − xηGν)
∂ξ
+
1
(xξyη − xηyξ)
∂(xξG
ν − yξFν)
∂η
+
1
zζ
∂Hν
∂ζ
.
(A.13)
dDie generalisierten Flussvektoren Fˆ, Gˆ, die nun im Vergleich zur Gleichung 2.18 ei-
ne einfachere Form haben, ko¨nnen vor der Diskretisierung weiter zusammen gefasst
werden:
Fˆ = yηF− xηG =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
(yηu− xηv)
u(yηu− xηv) + Υyηp
v(yηu− xηv)−Υxηp
w(yηu− xηv)
(e +Υp)(yηu− xηv)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (A.14)
Gˆ = xξG− yξF =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
(xξv − yξu)
u(xξv − yξu)−Υyξp
v(xξv − yξu) + Υxξp
w(xξv − yξu)
(e +Υp)(xξv − yξu)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (A.15)
Die generalisierten Flussvektoren enthalten jeweils Terme ϑx = (yηu− xηv) oder ϑy =
(xξv− yξu), die in allen Komponenten vorhanden sind und somit einmal pro Zeitlevel
berechnet werden. Zudem wird der Faktor J ′ = (xξyη − xηyξ) vor den generalisierten
Flu¨ssen Fˆ, Gˆ, Fˆ
ν
, Gˆ
ν
nur einmal bestimmt. Der numerische Mehraufwand wird dadurch
gering gehalten. Der Flussvektor H ist in Gleichung 2.5 gegeben.
Die Komponenten des Spannungstensors τ¯ und des Wa¨rmestromvektors q lauten fu¨r
die Transformationsbeziehungen x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), z = z(ζ) mit J ′ = (xξyη −
xηyξ) wie folgt:
τxx = μ
(
4
3
yη
J ′
∂u
∂ξ
− 4
3
yξ
J ′
∂u
∂η
− 2
3
xξ
J ′
∂v
∂η
+
2
3
xη
J ′
∂v
∂ξ
− 2
3
1
zζ
∂w
∂ζ
)
(A.16)
τyy = μ
(
4
3
xξ
J ′
∂v
∂η
− 4
3
xη
J ′
∂v
∂ξ
− 2
3
yη
J ′
∂u
∂ξ
+
2
3
yξ
J ′
∂u
∂η
− 2
3
1
zζ
∂w
∂ζ
)
(A.17)
τzz = μ
(
4
3
1
zζ
∂w
∂ζ
− 2
3
yη
J ′
∂u
∂ξ
+
2
3
yξ
J ′
∂u
∂η
− 2
3
xξ
J ′
∂v
∂η
+
2
3
xη
J ′
∂v
∂ξ
)
(A.18)
τxy = τyx = μ
(
xξ
J ′
∂u
∂η
− xη
J ′
∂u
∂ξ
+
yη
J ′
∂v
∂ξ
− yξ
J ′
∂v
∂η
)
(A.19)
τxz = τzx = μ
(
1
zζ
∂u
∂ζ
+
yη
J ′
∂w
∂ξ
− yξ
J ′
∂w
∂η
)
(A.20)
τzy = τyz = μ
(
1
zζ
∂v
∂ζ
+
xξ
J ′
∂w
∂η
− xη
J ′
∂w
∂ξ
)
(A.21)
qx = λ
(
yη
J ′
∂T
∂ξ
− yξ
J ′
∂T
∂η
)
(A.22)
qy = λ
(
xξ
J ′
∂T
∂η
− xη
J ′
∂T
∂ξ
)
(A.23)
qz = λ
1
zζ
∂T
∂ζ
(A.24)
Anhang e
Die generalisierten reibungsbehafteten Flussvektoren Fˆ
ν
, Gˆ
ν
sind formal gegeben durch:
Fˆ
ν
=
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0
Ψτˆxx
Ψτˆxy
Ψτˆxz
Γqˆx +Ψ(uτˆxx + vτˆxy + wτˆxz)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = yηFν − xηGν (A.25)
Gˆ
ν
=
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0
Ψτˆyx
Ψτˆyy
Ψτˆyz
Γqˆy +Ψ(uτˆxy + vτˆyy + wτˆyz)
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = xξGν − yξFν (A.26)
Der reibungsbehaftete Flussvektor Hν kann im Referenzsystem nach Gleichungen 2.5
und A.16 - A.24 bestimmt werden. Die notwendigen Komponenten des generalisierten
Wa¨rmestromvektors ˆq und des generalisierten Spannungstensors ¯ˆτ in den Gleichungen
A.25 und A.26 lauten:
qˆx = yηqx − xηqy = λ
((
x2η + y
2
η
J ′
)
∂T
∂ξ
−
(
xξxη + yξyη
J ′
)
∂T
∂η
)
(A.27)
qˆy = −yξqx + xξqy = λ
(
−
(
xξxη + yξyη
J ′
)
∂T
∂ξ
+
(
x2ξ + y
2
ξ
J ′
)
∂T
∂η
)
(A.28)
τˆxx = yητxx − xητxy = μ[
(
x2η
J ′
+
4
3
y2η
J ′
)
∂u
∂ξ
−
(
xξxη
J ′
+
4
3
yξyη
J ′
)
∂u
∂η
−
(
1
3
xηyη
J ′
)
∂v
∂ξ
+
(
xηyξ
J ′
− 2
3
xξyη
J ′
)
∂v
∂η
−
(
2
3
yη
zζ
)
∂w
∂ζ
]
(A.29)
τˆxy = yητxy − xητyy = μ[
(
−1
3
xηyη
J ′
)
∂u
∂ξ
+
(
xξyη
J ′
− 2
3
xηyξ
J ′
)
∂u
∂η
+
(
4
3
x2η
J ′
+
y2η
J ′
)
∂v
∂ξ
−
(
4
3
xξxη
J ′
+
yξyη
J ′
)
∂v
∂η
+
(
2
3
xη
zζ
)
∂w
∂ζ
]
(A.30)
τˆxz = yητxz − xητyz = μ[
(
yη
zζ
)
∂u
∂ζ
−
(
xη
zζ
)
∂v
∂ζ
+
(
x2η
J ′
+
y2η
J ′
)
∂w
∂ξ
−
(xξxη
J ′
+
yξyη
J ′
) ∂w
∂η
]
(A.31)
τˆyx = xξτxy − yξτxx = μ[
(
−xξxη
J ′
− 4
3
yξyη
J ′
)
∂u
∂ξ
+
(
x2ξ
J ′
+
4
3
y2ξ
J ′
)
∂u
∂η
+
(
xξyη
J ′
− 2
3
xηyξ
J ′
)
∂v
∂ξ
−
(
1
3
xξyξ
J ′
)
∂v
∂η
+
(
2
3
yξ
zζ
)
∂w
∂ζ
]
(A.32)
τˆyy = xξτyy − yξτxy = μ[
(
xηyξ
J ′
− 2
3
xξyη
J ′
)
∂u
∂ξ
−
(
1
3
xξyξ
J ′
)
∂u
∂η
−
(
4
3
xξxη
J ′
+
yξyη
J ′
)
∂v
∂ξ
+
(
4
3
x2ξ
J ′
+
y2ξ
J ′
)
∂v
∂η
−
(
2
3
xξ
zζ
)
∂w
∂ζ
]
(A.33)
τˆyz = xξτyz − yξτxz = μ[
(
−yξ
zζ
)
∂u
∂ζ
+
(
xξ
zζ
)
∂v
∂ζ
−
(xξxη
J ′
+
yξyη
J ′
) ∂w
∂ξ
+
(
x2ξ
J ′
+
y2ξ
J ′
)
∂w
∂η
]
(A.34)
fZu beachten ist, dass der generalisierte Schubspannungstensor ¯ˆτ nicht symmetrisch
ist, d.h. τˆyx = τˆxy. Die Terme in den runden Klammern enthalten Kombinationen der
metrischen Koeffizienten, die vor Beginn der numerischen Simulation bestimmt und
gespeichert werden.
A.4 Koeffizienten des WENO Verfahrens
Die konstanten Koeffizienten a5m,l, b
5
m und c
5
l sind in der Tabelle A.1 fu¨r N = 9(r = 5)
aufgelistet.
Die Glattheitsindikatoren S5m fu¨r N = 9(r = 5), die zur Berechnung der Gewichtskoef-
fizienten der Approximation des Flussvektors in i Richtung verwendet werden, lauten
nach Balsara und Shu [4] wie folgt:
IS50 = Fˆi−4(22658Fˆi−4 − 208501Fˆi−3 + 364863Fˆi−2 − 288007Fˆi−1 + 86329Fˆi)
+Fˆi−3(482963Fˆi−3 − 1704396Fˆi−2 + 1358458Fˆi−1 − 411487Fˆi)
+Fˆi−2(1521393Fˆi−2 − 2462076Fˆi−1 + 758823Fˆi)
+Fˆi−1(1020563Fˆi−1 − 649501Fˆi) + 107918Fˆ2i
IS51 = Fˆi−3(6908Fˆi−3 − 60871Fˆi−2 + 99213Fˆi−1 − 70237Fˆi + 18079Fˆi+1)
+Fˆi−2(138563Fˆi−2 − 464976Fˆi−1 + 337018Fˆi − 88297Fˆi+1)
+Fˆi−1(406293Fˆi−1 − 611976Fˆi + 165153Fˆi+1)
+Fˆi(242723Fˆi − 140251Fˆi+1) + 22658Fˆ2i+1
IS52 = Fˆi−2(6908Fˆi−2 − 51001Fˆi−1 + 67923Fˆi − 38947Fˆi+1 + 8209Fˆi+2)
+Fˆi−1(104963Fˆi−1 − 299076Fˆi + 179098Fˆi+1 − 38947Fˆi+2)
+Fˆi(231153Fˆi − 299076Fˆi+1 + 67923Fˆi+2)
+Fˆi+1(104963Fˆi+1 − 51001Fˆi+2) + 6908Fˆ2i+2
IS53 = Fˆi−1(22658Fˆi−1 − 140251Fˆi + 165153Fˆi+1 − 88297Fˆi+2 + 18079Fˆi+3)
+Fˆi(242723Fˆi − 611976Fˆi+1 + 337018Fˆi+2 − 70237Fˆi+3)
+Fˆi+1(406293Fˆi+1 − 464976Fˆi+2 + 99213Fˆi+3)
+Fˆi+2(138563Fˆi+2 − 60871Fˆi+3) + 6908Fˆ2i+3
IS54 = Fˆi(107918Fˆi − 649501Fˆi+1 + 758823Fˆi+2 − 411487Fˆi+3 + 86329Fˆi+4)
+Fˆi+1(1020563Fˆi+1 − 2462076Fˆi+2 + 1358458Fˆi+3 − 288007Fˆi+4)
+Fˆi+2(1521393Fˆi+2 − 1704396Fˆi+3 + 364863Fˆi+4)
+Fˆi+3(482963Fˆi+3 − 208501Fˆi+4) + 22658Fˆ2i+4
.
Anhang g
a5m,l m = 0 m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 c
5
l
l = i− 4 12/60 - - - - 4/2520
l = i− 3 −63/60 −3/60 - - - −41/2520
l = i− 2 137/60 17/60 2/60 - - 199/2520
l = i− 1 −163/60 −43/60 −13/60 −3/60 - −641/2520
l = i 137/60 77/60 47/60 27/60 12/60 1879/2520
l = i+ 1 - 12/60 27/60 47/60 77/60 1375/2520
l = i+ 2 - - −3/60 −13/60 −43/60 −305/2520
l = i+ 3 - - - 2/60 17/60 55/2520
l = i+ 4 - - - - −3/60 −5/2520
b5m 1/126 10/63 10/21 20/63 5/126
Tabelle A.1: Koeffizienten des WENO Verfahrens fu¨r N = 9(r = 5)
A.5 Interpolationskoeffizienten des gesamten
WENO Flusses
Im Unterschall breiten sich die Informationen sowohl stromab als auch stromauf aus.
Der gesamte Fluss in x-Richtung in dem Zwischenpunkt i+ 1/2 lautet somit formal:
Fi+1/2 = F
+
i+1/2 + F
−
i+1/2. (A.35)
Unter der Annahme einer glatten Lo¨sung nehmen die Gewichtskoeffizienten ωm die
Werte der konstanten, optimalen Gewichtskoeffizienten bm an. Der Flussanteil in po-
sitiver Richtung F+i+1/2 wird in diesem Fall durch die Koeffizienten cm beschrieben, die
fu¨r N = 9 in der Tabelle A.1 aufgelistet sind:
F+i+1/2 =
1
2520
(
4F+i−4 − 41F+i−3 + 199F+i−2 − 641F+i−1 + 1879F+i
+1375F+i+1 − 305F+i+2 + 55F+i+3 − 5F+i+4
)
.
In negativer Richtung wird der Flussanteil F−i+1/2 durch eine Spiegelung um den Inter-
polationspunkt bestimmt:
F−i+1/2 =
1
2520
(−5F−i−3 + 55F−i−2 − 305F−i−1 + 1375F−i + 1879F−i+1
−641F−i+2 + 199F−i+3 − 41F−i+4 + 4F−i+5
)
.
Die Flussanteile in positiver und negativer Richtung werden in dieser Arbeit mittels
eines LLF Flux Vector Splitting Verfahrens berechnet:
F± =
1
2
(F ± λmaxU).
Der maximale Eigenwert λmax wird beim LLF Verfahren innerhalb des gesamten Sten-
cils bestimmt. Dieser wird hier vereinfachend fu¨r die positive und die negative Richtung
gleich groß angenommen. Im Allgemeinen kann der Wert des maximalen Eigenwerts
λmax zwischen der positiven und negativen Richtung abweichen, da die beru¨cksich-
tigten Gitterpunkte nicht vollkommen identisch sind. So wird aufgrund von Upwind-
Eigenschaften zur Interpolation von F+i+1/2 bzw. F
−
i+1/2 ein Gitterpunkt mehr in nega-
tiver bzw. positiver i-Richtung verwendet.
hWerden die Flussanteile fu¨r WENO neunter Ordnung mit optimalen Gewichtskoeffizi-
enten in Gleichung A.35 eingesetzt und das LLF Flux-Splitting verwendet, so ergibt
sich der gesamte Fluss zu:
Fi+1/2 =
1
5040
[4Fi−4 − 46Fi−3 + 254Fi−2 − 946Fi−1 + 3254Fi
+3254Fi+1 − 946Fi+2 + 254Fi+3 − 46Fi+4 + 4Fi+5
+λmax (4Ui−4 − 36Ui−3 + 144Ui−2 − 336Ui−1 + 504Ui
−504Ui+1 + 336Ui+2 − 144Ui+3 + 36Ui+4 − 4Ui+5)] .
(A.36)
Die Interpolationskoeffizienten sind um den Interpolationspunkt symmetrisch fu¨r den
Flussvektor und asymmetrisch fu¨r den Lo¨sungsvektor angeordnet. Damit ko¨nnen un-
terschiedliche Randbedingungen, a¨hnlich wie bei Zentralen Differenzen, durch eine
symmetrische oder asymmetrische Vorgabe der primitiven Variablen in den fiktiven
Punkten formuliert werden. Die dargestellte Herleitung der Form des gesamten Flus-
ses wurde unter der Bedingung einer glatten Lo¨sung erzielt. Diese Annahme ist zwar
oft, aber nicht immer gegeben. So wird bei der Simulation von Stoßreflektionen an
starren Wa¨nden eine signifikant vera¨nderte Form des gesamten Flusses erwartet. Trotz
dieser theoretischen Abweichung bei der Formulierung der Randbedingungen werden
die reflektierten Sto¨ße in unseren Simulationen physikalisch korrekt wiedergegeben. So
entsprechen die Ergebnisse einer eindimensionalen Simulation der Reflektion am Roh-
rende im Druckniveau, in der reflektierten Stoßgeschwindigkeit sowie in der Stoßlage
den exakten Werten aus den Stoßbeziehungen.
Anhang i
A.6 Grundlagen der linearen Stabilita¨tsanalyse nu-
merischer Verfahren
Die Grundlagen der linearen Stabilita¨tsanalyse werden hier am Beispiel des Upwind
Verfahrens erster Ordnung (U1) erla¨utert. Es ist aus einschla¨giger Literatur bekannt,
dass das Upwind Verfahren gekoppelt mit dem expliziten Euler Schema zur zeitlichen
Diskretisierung fu¨r konvektive CFL Zahlen σ < 1 stabil ist. Die ra¨umliche Ableitung
im Punkt i wird mit dem Upwind Verfahren wie folgt approximiert:
∂u
∂x
|U1i ≈ (ui − ui−1)/Δx. (A.37)
Die Approximation der zeitlichen Ableitung mit dem expliziten Euler Schema erster
Ordnung ist gegeben durch:
∂u
∂t
≈ (un+1 − un)/Δt. (A.38)
Unter Verwendung dieser Schemata zur Diskretisierung der linearen, hyperbolischen
Modellgleichung 2.37 erha¨lt man die explizite, diskrete Gleichung:
un+1i = u
n
i − σ(uni − uni−1). (A.39)
Bei der von Neumann Stabilita¨tsanalyse wird der Einfluss der Randbedingungen auf
die Stabilita¨t durch den Einsatz von periodischen Randbedingungen entfernt. Die nu-
merische Lo¨sung uni wird formal in eine exakte Lo¨sung u
n
exact,i und einen numerischen
Fehlerterm ni unterteilt. Da die exakte Lo¨sung die diskrete Gleichung erfu¨llt, wird
diese in eine Fehlergleichung u¨berfu¨hrt, die die Entwicklung des numerischen Fehlers
beschreibt. Beispielhaft erha¨lt man fu¨r die Gleichung (A.39) folgende Fehlergleichung:
un+1exact,i + 
n+1
i = u
n
exact,i + 
n
i − σ(unexact,i + ni − unexact,i−1 − ni−1)
⇒ n+1i = ni − σ(ni − ni−1). (A.40)
Unter der Annahme einer linearen Gitterpunkteverteilung xi = iΔx, i = 0, 1, · · · , L
mit Δx = 1/L, erstreckt sich das Gitter auf den Bereich 0 < x < 1. Der Fehlerterm
wird nun in einer Fourier Reihe entwickelt. Die fundamentale Frequenz entspricht
hierbei der maximalen Wellenla¨nge von λmax = 2LΔx = 2 oder der entsprechenden
minimalen Wellenzahl kmin = 2π/λmax = π. Die kleinste auflo¨sbare Welle hat die Wel-
lenla¨nge λmin = 2Δx = 2/L oder die Wellenzahl kmax = 2π/λmin = πL. Mittels einer
Fourier Transformation wird der Fehlerterm in fundamentale und ho¨herharmonische
Anteile mit den zugeho¨rigen Wellenzahlen zerlegt:
ni =
L∑
j=−L
Enj e
IkjiΔx und kj = k(−j) = jkmin = jπ mit j = 0, 1, · · ·L. (A.41)
Hier ist I =
√−1 die imagina¨re Einheit und Enj die Amplitude der jten Harmoni-
schen zum Zeitlevel n. U¨blicherweise fu¨hrt man eine normalisierte Wellenzahl φj =
kjΔx = jπ/L ein, die Werte zwischen 0 und π annimmt. Dabei stehen Harmonische
mit normalisierten Wellenzahlen um 0 fu¨r niederfrequente und um π fu¨r hochfrequente
Schwingungen.
jDie zeitliche Entwicklung der Amplitude wird durch die diskrete Fehlergleichung be-
schrieben und kann wegen der Linearita¨t fu¨r jede Harmonische separat untersucht
werden. Eine stabile Methode ist gegeben, wenn die Amplituden aller Harmonischen
in der Zeit nicht zunehmen. Es gilt also:
|G| =
∣∣∣∣∣E
n+1
j
Enj
∣∣∣∣∣ ≤ 1 fu¨r alle j ∈ [0, L]. (A.42)
G wird als der Amplifikationsfaktor bezeichnet und ist im Allgemeinen komplex. Da
die Fehlergleichung formal der diskreten Modellgleichung entspricht, beschreibt |G(φj)|
ebenfalls, um welchen Faktor sich die Amplitude einer Welle mit der normalisierten
Wellenzahl φj pro Zeitschritt a¨ndert. Da die hyperbolische Modellgleichung keine dis-
sipativen Terme entha¨lt, nimmt die Amplitude der Welle in der exakten Lo¨sung nicht
ab. Der Betrag des Amplifikationsfaktors ist somit ein Maß fu¨r die inha¨rente nume-
rische Dissipation eines Verfahrens. Ein numerisches Verfahren mit |G| = 1 fu¨r alle
Harmonischen ist damit nicht dissipativ. Jedoch werden hierbei auch die Fehler in der
Zeit nicht reduziert. Neben den Dissipationseigenschaften eines Verfahrens liefert die
Stabilita¨tsanalyse auch eine Aussage zur numerischen Dispersion. Falls eine exakte
Phasengeschwindigkeit existiert, wird als Maß fu¨r die numerische Dispersion εφ(φj)
der Quotient zwischen dem numerischen Φ(φj) = − arctan(Im(G)/Re(G)) und dem
exakten Phasenwinkel Φexact(φj) = σφj eingefu¨hrt. Fu¨r ein εφ(φj) > 1 bewegt sich
die entsprechende Harmonische schneller als die exakte Lo¨sung. Dagegen ist die nu-
merische Phasengeschwindigkeit fu¨r εφ(φj) < 1 kleiner als die exakte. Fu¨r das Beispiel
des Upwind Verfahrens gekoppelt mit dem expliziten Euler Schema (s. Gl. (A.39))
erha¨lt man nach dem Einsetzen der Gl. A.41 in Gl. A.40 folgenden Ausdruck fu¨r den
Amplifikationsfaktor:
G(σ, φj) =
En+1j
Enj
= 1− σ(1− e−Iφj)
⇒ Re(G) = 1− σ(1− cos(φj)) und Im(G) = −σ sin(φj). (A.43)
Nun kann analytisch gezeigt werden, dass die Stabilita¨tsbedingung |G| ≤ 1 fu¨r alle φj
erfu¨llt ist, wenn die konvektive CFL Zahl σ ≤ 1 ist. Fu¨r die numerische Dispersion des
Verfahrens gilt:
εφ(σ, φj) =
Φ
Φexact
=
− arctan
(
−σ sin(φj)
1−σ(1−cos(φj))
)
σφj
. (A.44)
Fu¨r eine gegebene konvektive CFL Zahl σ kann |G(φj)| und εφ(φj) numerisch gelo¨st
und dargestellt werden, um z.B. unterschiedliche ra¨umliche oder zeitliche Diskretisie-
rungsschemata miteinander bezu¨glich ihrer Dissipation und Dispersion zu vergleichen.
Zur Analyse der parabolischen Gleichung wird ebenfalls die oben beschriebene Vorge-
hensweise angewandt. Dabei wird die Lo¨sung der diskreten Gleichung in einer Fourier-
reihe zerlegt und die Entwicklung der einzelnen Fourier Moden in der Zeit analysiert.
Ein stabiles numerisches Verfahren muss die Bedingung A.42 erfu¨llen.
Anhang k
A.7 Linearisierte Stabilita¨tsgleichungen kompres-
sibler Fluide
Zur Herleitung der allgemeingu¨ltigen Stabilita¨tsgleichungen werden die kompressiblen
Erhaltungsgleichungen (Gl. 2.1) mit dem Sto¨ransatz (z.B ρ(x, y, z, t) = ρ0(x, y, z) +
ρ′(x, y, z, t)) erweitert und linearisiert. Die Differentialgleichung fu¨r die innere Energie
wird in eine Gleichung fu¨r die Temperatur mit dE = cvdT modifiziert. Die linearen,
dimensionslosen Sto¨rgleichungen haben nun folgende Form:
Kontinuita¨tsgleichung:
∂ρ′
∂t
+
∂
∂x
(ρ0u
′ + ρ′u0) +
∂
∂y
(ρ0v
′ + ρ′v0) +
∂
∂z
(ρ0w
′ + ρ′w0) = 0 (A.45)
Impuls in x-Richtung:
ρ0
(
∂u′
∂t
+ u0
∂u′
∂x
+ u′
∂u0
∂x
+ v0
∂u′
∂y
+ v′
∂u0
∂y
+ w0
∂u′
∂z
+ w′
∂u0
∂z
)
+ ρ′
(
u0
∂u0
∂x
+ v0
∂u0
∂y
+ w0
∂u0
∂z
)
+
1
κMa2
∞
∂p′
∂x
=
1
ReL
{
∂
∂x
[
μ0
(
4
3
∂u′
∂x
− 2
3
∂v′
∂y
− 2
3
∂w′
∂z
)
+ μ′
(
4
3
∂u0
∂x
− 2
3
∂v0
∂y
− 2
3
∂w0
∂z
)]
+
∂
∂y
[
μ0
(
∂u′
∂y
+
∂v′
∂x
)
+ μ′
(
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
)]
+
∂
∂z
[
μ0
(
∂u′
∂z
+
∂w′
∂x
)
+ μ′
(
∂u0
∂z
+
∂w0
∂x
)]}
(A.46)
Impuls in y-Richtung:
ρ0
(
∂v′
∂t
+ u0
∂v′
∂x
+ u′
∂v0
∂x
+ v0
∂v′
∂y
+ v′
∂v0
∂y
+ w0
∂v′
∂z
+ w′
∂v0
∂z
)
+ ρ′
(
u0
∂v0
∂x
+ v0
∂v0
∂y
+ w0
∂v0
∂z
)
+
1
κMa2
∞
∂p′
∂y
=
1
ReL
{
∂
∂x
[
μ0
(
∂u′
∂y
+
∂v′
∂x
)
+ μ′
(
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
)]
+
∂
∂y
[
μ0
(
−2
3
∂u′
∂x
+
4
3
∂v′
∂y
− 2
3
∂w′
∂z
)
+ μ′
(
−2
3
∂u0
∂x
+
4
3
∂v0
∂y
− 2
3
∂w0
∂z
)]
+
∂
∂z
[
μ0
(
∂v′
∂z
+
∂w′
∂y
)
+ μ′
(
∂v0
∂z
+
∂w0
∂y
)]}
(A.47)
lImpuls in z-Richtung:
ρ0
(
∂w′
∂t
+ u0
∂w′
∂x
+ u′
∂w0
∂x
+ v0
∂w′
∂y
+ v′
∂w0
∂y
+ w0
∂w′
∂z
+ w′
∂w0
∂z
)
+ ρ′
(
u0
∂w0
∂x
+ v0
∂w0
∂y
+ w0
∂w0
∂z
)
+
1
κMa2
∞
∂p′
∂z
=
1
ReL
{
∂
∂x
[
μ0
(
∂u′
∂z
+
∂w′
∂x
)
+ μ′
(
∂u0
∂z
+
∂w0
∂x
)]
+
∂
∂y
[
μ0
(
∂v′
∂z
+
∂w′
∂y
)
+ μ′
(
∂v0
∂z
+
∂w0
∂y
)]
+
∂
∂z
[
μ0
(
−2
3
∂u′
∂x
− 2
3
∂v′
∂y
+
4
3
∂w′
∂z
)
+ μ′
(
−2
3
∂u0
∂x
− 2
3
∂v0
∂y
+
4
3
∂w0
∂z
)]}
(A.48)
Energiesatz:
ρ0
(
∂T ′
∂t
+ u0
∂T ′
∂x
+ u′
∂T0
∂x
+ v0
∂T ′
∂y
+ v′
∂T0
∂y
+ w0
∂T ′
∂z
+ w′
∂T0
∂z
)
+ ρ′
(
u0
∂T0
∂x
+ v0
∂T0
∂y
+ w0
∂T0
∂z
)
= −(κ− 1)p0
(
∂u′
∂x
+
∂v′
∂y
+
∂w′
∂z
)
− (κ− 1)p′
(
∂u0
∂x
+
∂v0
∂y
+
∂w0
∂z
)
+
κ
PrReL
[
∂
∂x
(
λ′
∂T0
∂x
+ λ0
∂T ′
∂x
)
+
∂
∂y
(
λ′
∂T0
∂y
+ λ0
∂T ′
∂y
)
+
∂
∂z
(
λ′
∂T0
∂z
+ λ0
∂T ′
∂z
)]
+
κ(κ− 1)Ma2
∞
ReL
μ0
{
8
3
(
∂u0
∂x
∂u′
∂x
+
∂v0
∂y
∂v′
∂y
+
∂w0
∂z
∂w′
∂z
)
− 4
3
[
∂u0
∂x
(
∂v′
∂y
+
∂w′
∂z
)
+
∂v0
∂y
(
∂u′
∂x
+
∂w′
∂z
)
+
∂w0
∂z
(
∂u′
∂x
+
∂v′
∂y
)]
+ 2
(
∂u′
∂y
+
∂v′
∂x
)(
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
)
+ 2
(
∂u′
∂z
+
∂w′
∂x
)(
∂u0
∂z
+
∂w0
∂x
)
+2
(
∂v′
∂z
+
∂w′
∂y
)(
∂v0
∂z
+
∂w0
∂y
)}
+
κ(κ− 1)Ma2
∞
ReL
μ′
{
4
3
[(
∂u0
∂x
)2
+
(
∂v0
∂y
)2
+
(
∂w0
∂z
)2]
− 4
3
(
∂u0
∂x
∂v0
∂y
+
∂u0
∂x
∂w0
∂z
+
∂v0
∂y
∂w0
∂z
)
+
(
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
)2
+
(
∂u0
∂z
+
∂w0
∂x
)2
+
(
∂v0
∂z
+
∂w0
∂y
)2}
(A.49)
In der klassischen Stabilita¨tstheorie wird die lokale Stabilita¨t der Stro¨mung betrach-
tet. Das heißt, dass die ra¨umliche Entwicklung der Grenzschicht vernachla¨ssigt und
folgende Vereinfachungen bezu¨glich der Hauptstro¨mung getroffen werden:
ρ0 = ρ0(y); T0 = T0(y); p = konst.
u0 = u0(y); v0 = 0; w0 = w0(y),
Anhang m
wobei p = konst. fu¨r die hier betrachtete Plattenstro¨mung gilt. Um die Druckschwan-
kungen aus den Gleichungen zu eliminieren wird das ideale Gasgesetz eingesetzt:
p′
p0
=
ρ′
ρ0
+
T ′
T0
.
Weiterhin wird fu¨r die Sto¨rgro¨ßen ein dimensionsloser, komplexer Wellenansatz ver-
wendet, der beispielhaft fu¨r die Dichte dargestellt ist:
ρ′(x, y, z, t) = ρ′max(y)e
I(αx+γz−βt).
Die notwendigen ra¨umlichen und zeitlichen Ableitungen der Sto¨rgro¨ßen sind damit:
∂ρ′
∂t
= −Iβρ′max(y)eI(αx+γz−βt)
∂ρ′
∂x
= Iαρ′max(y)e
I(αx+γz−βt)
∂2ρ′
∂x2
= −α2ρ′max(y)eI(αx+γz−βt)
∂ρ′
∂y
=
∂ρ′max
∂y
eI(αx+γz−βt)
∂2ρ′
∂y2
=
∂2ρ′max
∂y2
eI(αx+γz−βt)
∂ρ′
∂z
= Iγρ′max(y)e
I(αx+γz−βt)
∂2ρ′
∂z2
= −γ2ρ′max(y)eI(αx+γz−βt)
.
Außerdem gilt fu¨r die Viskosita¨t und die Wa¨rmeleitfa¨higkeit:
∂μ0
∂y
=
∂λ0
∂y
=
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
μ′ = λ′ =
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
T ′
∂μ′
∂x
=
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T ′
∂x
∂μ′
∂z
=
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T ′
∂z
∂μ′
∂y
=
∂λ′
∂y
=
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T ′
∂y
+
d2μS
dT 2
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
T ′
Der funktionale Zusammenhang zwischen Viskosita¨t und Temperatur wird mittels des
Sutherland Gesetzes 2.12 beschrieben:
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
=
(1 + S)
(
3
2
(T0 + S)T
1/2
0 − T 3/20
)
(T0 + S)2
d2μS
dT 2
∣∣∣∣
T0
=
(1 + S)
(
3
4
(T0 + S)
2T
−1/2
0 − 3(T0 + S)T 1/20 + 2T 3/20
)
(T0 + S)3
nDie linearen, dimensionslosen Sto¨rgleichungen reduzieren sich damit zu:
Kontinuita¨tsgleichung:
(−Iβ + Iαu0 + Iγw0)ρ′max + (ρ0Iα)u′max +
∂ρ0
∂y
v′max
+ (ρ0Iγ)w
′
max + ρ0
∂v′max
∂y
= 0 (A.50)
Impuls in x-Richtung:
(
Iα
T0
κMa2
∞
)
ρ′max + (−Iβρ0 + Iαρ0u0 + Iγρ0w0) u′max +
(
ρ0
∂u0
∂y
)
v′max
+
(
Iα
ρ0
κMa2
∞
)
T ′max =
1
ReL
{(
−4
3
α2μ0 − γ2μ0
)
u′max
+
(
Iα
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
v′max +
(
−1
3
αγμ0
)
w′max
+
(
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂2u0
∂y2
+
d2μS
dT 2
∣∣∣∣
T0
∂u0
∂y
∂T0
∂y
)
T ′max +
(
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
∂u′max
∂y
+
(
1
3
Iαμ0
)
∂v′max
∂y
+
(
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂u0
∂y
)
∂T ′max
∂y
+ μ0
∂2u′max
∂y2
}
(A.51)
Impuls in y-Richtung:
(
− T0
κMa2
∞
ρ0
∂ρ0
∂y
)
ρ′max + (−Iβρ0 + Iαρ0u0 + Iγρ0w0) v′max
+
(
− ρ0
κMa2
∞
T0
∂T0
∂y
)
T ′max +
(
T0
κMa2
∞
)
∂ρ′max
∂y
+
(
ρ0
κMa2
∞
)
∂T ′max
∂y
=
1
ReL
{(
−2
3
Iα
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
u′max + (−α2μ0 − γ2μ0)v′max
+
(
−2
3
Iγ
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
w′max +
(
Iα
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂u0
∂y
+ Iγ
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂w0
∂y
)
T ′max
+
(
1
3
Iαμ0
)
∂u′max
∂y
+
(
4
3
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
∂v′max
∂y
+
(
1
3
Iγμ0
)
∂w′max
∂y
+
4
3
μ0
∂2v′max
∂y2
}
(A.52)
Anhang o
Impuls in z-Richtung:(
Iγ
T0
κMa2
∞
)
ρ′max +
(
ρ0
∂w0
∂y
)
v′max + (−Iβρ0 + Iαρ0u0 + Iγρ0w0)w′max
+
(
Iγ
ρ0
κMa2
∞
)
T ′max =
1
ReL
{(
−1
3
αγμ0
)
u′max
+
(
Iγ
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
v′max +
(
−α2μ0 − 4
3
γ2μ0
)
w′max
+
(
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂2w0
∂y2
+
d2μS
dT 2
∣∣∣∣
T0
∂w0
∂y
∂T0
∂y
)
T ′max +
(
1
3
Iγμ0
)
∂v′max
∂y
+
(
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
∂w′max
∂y
+
(
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂w0
∂y
)
∂T ′max
∂y
+ μ0
∂2w′max
∂y2
}
(A.53)
Energie:
(Iα(κ− 1)ρ0T0) u′max +
(
ρ0
∂T0
∂y
)
v′max + (Iγ(κ− 1)ρ0T0)w′max
+ (−Iβρ0 + Iαρ0u0 + Iγρ0w0) T ′max + ((κ− 1)ρ0T0)
∂v′max
∂y
=
[
2μ0
κ(κ− 1)Ma2
∞
ReL
(
Iα
∂u0
∂y
+ Iγ
∂w0
∂y
)]
v′max
+
{
κ
PrReL
[
−α2μ0 − γ2μ0 + dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂2T0
∂y2
+
d2μS
dT 2
∣∣∣∣
T0
(
∂T0
∂y
)2]
+
κ(κ− 1)Ma2
∞
ReL
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
[(
∂u0
∂y
)2
+
(
∂w0
∂y
)2]}
T ′max
+
(
2μ0
κ(κ− 1)Ma2
∞
ReL
∂u0
∂y
)
∂u′max
∂y
+
(
2μ0
κ(κ− 1)Ma2
∞
ReL
∂w0
∂y
)
∂w′max
∂y
+
(
2
κ
PrReL
dμS
dT
∣∣∣∣
T0
∂T0
∂y
)
∂T ′max
∂y
+
(
μ0
κ
PrReL
)
∂2T ′max
∂y2
(A.54)
A.8 Orr-Sommerfeld Gleichung
Der Ausgangspunkt fu¨r die Herleitung der Orr-Sommerfeld Gleichung sind die linea-
risierten Sto¨rgleichungen fu¨r ein inkompressibles Fluid. Diese ko¨nnen aus den Erhal-
tungsgleichungen der Masse und des Impulses oder aus den Gleichungen A.45 - A.48
fu¨r eine konstante Dichte ρ0 = 1, 0 und Viskosita¨t μ0 = 1, 0 (ρ
′ = μ′ = 0) be-
stimmt werden. Unter Verwendung der oben erla¨uterten Vereinfachungen bezu¨glich
der Grundstro¨mung erhalten wir:
∂u′
∂x
+
∂v′
∂y
+
∂w′
∂z
= 0
oder
Iαu′max +
∂v′max
∂y
+ Iγw′max = 0 (A.55)
p∂u′
∂t
+ u0
∂u′
∂x
+ v′
∂u0
∂y
+ w0
∂u′
∂z
+
p∞
ρ∞u2∞
∂p′
∂x
=
1
ReL
(
∂2u′
∂x2
+
∂2u′
∂y2
+
∂2u′
∂z2
)
oder
p′max =
ρ∞u
2
∞
p∞
1
α
[(
β − αu0 − γw0 + I
ReL
(α2 + γ2)
)
u′max
+I
∂u0
∂y
v′max −
I
ReL
∂2u′max
∂y2
]
(A.56)
∂v′
∂t
+ u0
∂v′
∂x
+ w0
∂v′
∂z
+
p∞
ρ∞u2∞
∂p′
∂y
=
1
ReL
(
∂2v′
∂x2
+
∂2v′
∂y2
+
∂2v′
∂z2
)
oder
∂p′max
∂y
=
ρ∞u
2
∞
p∞
[(
Iβ − Iαu0 − Iγw0 − 1
ReL
(α2 + γ2)
)
v′max
+
1
ReL
∂2v′max
∂y2
]
(A.57)
∂w′
∂t
+ u0
∂w′
∂x
+ v′
∂w0
∂y
+ w0
∂w′
∂z
+
p∞
ρ∞u2∞
∂p′
∂z
=
1
ReL
(
∂2w′
∂x2
+
∂2w′
∂y2
+
∂2w′
∂z2
)
oder
p′max =
ρ∞u
2
∞
p∞
1
γ
[(
β − αu0 − γw0 + I
ReL
(α2 + γ2)
)
w′max
+I
∂w0
∂y
v′max −
I
ReL
∂2w′max
∂y2
]
(A.58)
Falls zur Entdimensionierung des Druckes der dynamische Druck ρ˜∞u˜
2
∞
herangezogen
wird, entfa¨llt in den Gleichungen der Term (ρ˜∞u˜
2
∞
)/p˜∞. Die Gleichungen A.56 und
A.58 werden nach y differenziert und mit der Gleichung A.57 gleichgesetzt, um den
Druckterm zu eliminieren:
∂u′max
∂y
(
β − αu0 − γw0 + I
ReL
(α2 + γ2)
)
+ u′max
(
−α∂u0
∂y
− γ ∂w0
∂y
)
− ∂
3u′max
∂y3
I
ReL
= −I ∂u0
∂y
∂v′max
∂y
− I ∂
2u0
∂y2
v′max
+ α
[(
Iβ − Iαu0 − Iγw0 − 1
ReL
(α2 + γ2)
)
v′max +
1
ReL
∂2v′max
∂y2
]
(A.59)
∂w′max
∂y
(
β − αu0 − γw0 + I
ReL
(α2 + γ2)
)
+ w′max
(
−α∂u0
∂y
− γ ∂w0
∂y
)
− ∂
3w′max
∂y3
I
ReL
= −I ∂w0
∂y
∂v′max
∂y
− I ∂
2w0
∂y2
v′max
+ γ
[(
Iβ − Iαu0 − Iγw0 − 1
ReL
(α2 + γ2)
)
v′max +
1
ReL
∂2v′max
∂y2
]
(A.60)
Anhang q
Unter Verwendung der Kontinuita¨tsgleichung A.55 und ihrer Ableitungen nach y wer-
den die Geschwindigkeitskomponenten u′max und w
′
max durch v
′
max ersetzt. Dazu werden
die Gleichungen A.59 mit Iα und A.60 mit Iγ multipliziert und miteinander addiert.
Zusammengefasst erhalten wir die Orr-Sommerfeld Gleichung:
(αu0 + γw0 − β)
(
∂2v′max
∂y2
− (α2 + γ2)v′max
)
−
(
α
∂2u0
∂y2
+ γ
∂2w0
∂y2
)
v′max
+
I
ReL
(
∂4v′max
∂y4
− 2(α2 + γ2)∂
2v′max
∂y2
+ (α2 + γ2)2v′max
)
= 0 (A.61)
Die Orr-Sommerfeld Gleichung ist eine einfache Differentialgleichung vierter Ordnung.
Zur Lo¨sung werden vier Randbedingungen beno¨tigt. Aus der Haftrandbedingung an
der Wand ergibt sich:
v′max(ywand) = 0.
Weiterhin klingen die Fluktuationen außerhalb der Grenzschicht schnell ab, so dass
gilt:
v′max(y → ∞) = 0.
Mit Hilfe der Kontinuita¨tsgleichung A.55 folgt aus u′max = 0 und w
′
max = 0:
∂v′max
∂y
∣∣∣∣
ywand
= 0.
∂v′max
∂y
∣∣∣∣
y→∞
= 0.
Eine Beziehung zwischen der Amplitudenverteilung u′max, v
′
max und w
′
max liefert die
Kontinuita¨tsgleichung A.55 und die Squire Gleichung. Die letzte erha¨lt man durch
Gleichsetzen der Gleichungen A.56 und A.58:
I(αu0 + γw0 − β)Ω− 1
Re
(
∂2Ω
∂y2
− (α2 + γ2)Ω
)
= −I
(
α
∂w0
∂y
− γ ∂u0
∂y
)
v′max (A.62)
Nach Squire wird Ω = I(γu′max − αw′max) als wandnormale Wirbelsta¨rke bezeichnet.
Die Lo¨sungen der Squire Gleichung fu¨r v′max = 0 , auch Squire Moden genannt, sind
stets stabil [90].
